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ANNALEN DER PHYSIK 


FOLGE, 1931, BANDS, HEFT: 


Uber die Seriengesetze 
der elastischen Eigenfrequenzen von Quarzstäben 
I. Teil: Dehnungsschwingungen 
Von E. Giebe und A. Scheibe 


| aus der Physikalisch- 


(Mit 21 Figuren) 
(Schluß) 


$ 12. Linien- und Bandenspektrum der Eigenfrequenzen y: 
von Stäben der Orientierung II 
Aus den in den Kurven Fig. 3 und den Tabellen 7—13 BR 

geteilten Meßergebnissen ist ersichtlich, daß mit abnehmender 
Länge und zunehmender Dicke der Stäbe immer weniger Eigen- 
frequenzen beobachtet wurden. Die Grenze, bei welcher die 
Messungen für die sehr verschieden dimensionierten Stäbe ab- 
gebrochen wurden, ist nun keineswegs willkürlich gewählt, 
sondern experimentell eindeutig bestimmt. Bis zu diesen 
Höchstwerten der Frequenz gestattet nämlich die Beobachtung 
nach unserer Leuchtmethode den Schwingungstyp und die 
Ordnungszahl der aufeinanderfolgenden Oberschwingungen mit 
völliger Sicherheit festzustellen. Kurz oberhalb dieser Grenze 
aber tritt in der bis dahin gesetzmäßigen Reihenfolge der Ober- 
schwingungen, die wir als das „Linienspektrum‘‘ der longitu- 
dinalen Eigenfrequenzen bezeichnen wollen, sehr deutlich eine 
Störung ein, man beobachtet eine Art „Bandenspektrum‘, 
d. h. eine größere Anzahl nahe benachbarter Eigenfrequenzen, 

bei das Aussehen der Leuchtbilder, also die Verteilung der 

zoelektrischen Ladungen, unmittelbar mehr oder weniger 

rke Abweichungen der Schwingungsform vom longitudinalen 

p erkennen läßt (vgl. hierzu die Fig. 20 in $ 16). 

Der letzten Eigenfrequenz im Linienspektrum vor Beginn 

s Bandenspektrums entspricht bei den Stäben der Sorte II 

y > S,), wie Tab. 10 lehrt, eine Länge L,/k der elastischen 

ulbwelle, die nur wenig größer als die größere Querdimension S, 

Annalen der Physik. 5. Folge. 9. k 
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Bandenspektrum übergeht, ist also für Stäbe II (S,> S,) 
gleicher Dieke S, unabhängig von ihrer Länge stets nahezu die 
gleiche und nimmt für Stäbe gleicher Länge bei gleichbleibendem 
S, in demselben Verhältnis ab wie die Dicke S, zunimmt. Ähn- 
liches gilt auch für die andere Stabsorte II, wo S, >S, ist 
(vgl. die Tab. 12), aber mit einem wesentlichen Unterschied: 
Die elastische Wellenlänge, die der letzten Eigenfrequenz vor 
iri Beginn des Bandenspektrums entspricht, ist nicht nahe gleich 
der größeren Querdimension S,, sondern um i0—15 Proz. 
kleiner als diese. Offenkundig ist dieser Unterschied auf die 
Kristallstruktur des Quarzes zurückzuführen. er 


13. 

au Axiale und laterale Schwingungen, Resonanz zwischen beiden 
Die im vorigen Paragraph beschriebenen experimentellen 
Tatsachen geben den Schlüssel zum Verständnis des Einflusses 
der Querdimensionen auf die Eigenfrequenzen der longitudinalen 
Stabschwingungen und führten uns zu der folgenden Auffas- 
sung!): Mit den Dehnungsschwingungen in der Längsrichtung 
eines rechteckigen Stabes sind vermöge der Querkontraktion 
Dehnungsschwingungen in Richtung der beiden Querdimensionen 
mechanisch gekoppelt. Wir wollen diese Längs- und Quer- 
schwingungen im folgenden besonders, und zwar als axiale und 
laterale Schwingungen bezeichnen. Ein Stab hat nun sowohl 
bezüglich der Axial- als auch der Lateralschwingungen eine 
Reihe von (longitudinalen) Eigenfrequenzen. Die Eigenfre- 
quenzen der Axialschwingungen nähern sich mit zunehmender 
Ordnungszahl den beiden Grundeigenfrequenzen der lateralen 
Schwingungen. Axial- und Lateralschwingungen können also 
in Resonanz kommen. Hieraus wird es sofort verständlich, daß 
die Harmonieabweichungen der Axialschwingungen, wie es die 
Messungen ergeben, bei niedrigen Ordnungszahlen, also weit 
ab von der Resonanz klein sind, in der Nähe der Resonanz aber 
außerordentlich schnell und stark ansteigen. Infolge der Reso- 
nanz kommen offenbar komplizierte Eigenschwingungsformen 
zustande, die in ihrer Gesamtheit das beobachtete Banden- 


1) Kurz mitgeteilt im Tätigkeitsbericht der Phys.-Techn. Reichsanst., 
Ztschr. f. Instrkde. 49. S. 220. 1929. 
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spektrum, das im vorigen Paragraph charakterisiert wurde, 
darstellen. 


Hinsichtlich der Lage der lateralen Eigenfrequenzen können 
wir die einfache und, wie wir sehen werden, durch die Beob- 
achtungen gerechtfertigte Annahme machen, daß sie nach 
Formel (4) berechenbar sind, indem man in dieser für L die 
Seitenlängen S, bzw. S, und für s den Modulwert s,, bzw. 3; 
für die Schwingungsrichtung senkrecht bzw. parallel zur op- 
tischen Achse aus Tab. I einsetzt. Sind demnach die Dimen- 
sionen eines isotropen rechteckigen Stabes, und zwar die Länge L 
und die Querschnittsseite S so bemessen, daß L=kS ist, so 
ist die k-te Oberschwingung der axialen Schwingungen in Re- 
sonanz mit der lateralen Grundschwingung. Entsprechendes 
gilt auch für unsere Quarzstäbe hinsichtlich der axialen und 
lateralen Schwingungen in der X- und Y-Richtung, weil in 
einer Ebene senkrecht zur optischen Achse der Elastizitäts- 
modul s,, überall gleich groß ist. Anders aber liegen die Ver- 
hältnisse bezüglich der Lateralschwingungen in der Z-Richtung, 
also parallel zur optischen Achse, da der für diese in Betracht 
kommende Modul s,, von s,, verschieden ist. Unterscheiden 
sich also zwei rechteckige Quarzstäbe, Stab 1 bzw. Stab 2, 
die gleiche Länge und Querschnittsseiten haben, nur durch die 
Orientierung dieser Seiten, senkrecht bzw. parallel zur optischen 
Achse, voneinander, so stehen die lateralen Eigenfrequenzen f, 
baw. f, im Verhältnis f,/f, = Vs,,/8,,, sofern die Anwendung 
von Formel (4) in der oben angegebenen Weise zulässig ist. 
Nach Voigts Messungen (Tab. 1) ist dies Verhältnis 1,145, 


f, ist also bei gleicher Seitenlänge höher als f,. Für den Stab 


St.1 (S, >S,) tritt demnach die (erste) Resonanz zwischen 
Lateral- und Axialschwingungen erst bei höheren Ordnungen 
der letzteren ein als für St. 2 (S, > $S,) und bei gleicher Ord- 
nungszahl der Axialschwingungen muß daher für St.2 die 
Harmonieabweichung 6, größer sein als für St. 1, wie es nach 
Fig. 3, Kurve a und d und Fig. 10A und B beobachtet ist. 
Eine quantitative Bestätigung unserer Auffassung ergibt 
sich aus folgendem: Nach $ 13 ist das Auftreten eines Banden- 
spektrums ein Kennzeichen der Resonanz zwischen Axial- 
und Lateralschwingungen. Die Grenzfrequenz n des Banden- 
spektrums auf der langwelligen Seite, also eine Eigenfrequenz 
des Stabes, die im allgemeinen nicht einer axialen Ober- 
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schwingung zuzuordnen ist, läßt sich mit RE Sicherheit 
beobachten und messen. Da bei beliebigen Stababmessungen die 
Er Kopplung ungestörte) laterale Geundirequens nicht genau 


En überhaupt nicht eintreten; der Anfang de Banden; 
spektrums, der durch jene Grenzfrequenz n bestimmt ist, zeigt 

Er also nur die Resonanznähe an. Wir können jedoch den geringen 
Unterschied zwischen Resonanzfrequenz und der Grenzfrequenz, 
die experimentell stets etwas niedriger als der theoretische Wert 
wird, im Verhältnis der beobachteten Grenz- 


f: 
FA 
setzen. In Tab. 15 poe nn eine Anzahl von Stäben, St. 1 und 


St. 2, die beobachteten Grenzfrequenzen n, und n, sowie die 


Tabelle 15 


Eigenfrequenzen an der langwelligen Grenze des Bandenspektrums 
= Grenzfrequenzen 


| Querschnitts- iG jrenswellenlingen Grenzfrequenzen | 


abmessungen v v Einzelwert | Mittelwert 
S, S, n, bew. n, 'n, bzw.n, n, bzw, n 
y z My z . y 

mm mm m | kHz kHz 

las |s | 301,4 9949 | 

| 1,5 | 8 300,5 1.149 
3 1,5 346,3 8659 | 
3 15 | 345,3 
15 | 45 | 449,7 666,8 1.147 
4,5 | 1,5 | 515,9 581,2 | See: 
15 | 6 603,9 496,5 | 
6 1,5 686,1 437,0 
6 1,5 697,2 430,1 Sik 


Mittel 1,149 


entsprechenden Wellenlängen i zusammengestellt. 
Die längeren Querschnittsseiten hatten drei verschiedene 
Größen S, bzw. S,=3, 4,5 und 6mm, während die kürzere 
Seite immer 1,5 mm war. Das Verhältnis n,:n, kommt in allen 
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drei Fällen sehr nahe gleich groß heraus. Der Mittelwert 1,149 
stimmt mit dem Voigtschen Wert s,,/$33 = 1,145 überein. 
Dies Resultat kann wohl als quantitativer Beweis unserer Auf- 
fassung über den Einfluß der Querdimensionen bei Dehnungs- 
sehwingungen von Stäben angesehen werden. Mit dem von uns 
für s,, gefundenen Wert (vgl. Tab. 3) ergibt sich aus dem beob- 
achteten Verhältnis n,/n, = 1,149 eee: 


: 


2 ras 

533 = 9,68-10-" 
gegenüber 9,89-10-13 in Tab. 1, also ebenso wie für s,, ein etwas 
kleinerer Wert als nach Voigts statischen Messungen. Es ist 
bemerkenswert, daß sich auf diesem Wege aus dem Resonanz- 
phänomen das Verhältnis zweier Elastizitätsmoduln bestimmen 
läßt, von denen der eine, s3,, nicht unmittelbar aus piezoelek- 
trisch angeregten Schwingungen ermittelt werden kann, weil 
sich Quarzstäbe, deren Längsachse parallel zur optischen liegt, 
piezoelektrisch überhaupt nicht zu Schwingungen anregen 
lassen. Allerdings braucht man bei diesem Verfahren zwei 
Stäbe; immerhin würde man selbst mit. nur einem einzigen 
Stabe (S, > S,) aus den gemessenen Grenzfrequenzen n, der 
Tab. 15 auch schon einen Näherungswert für s,, erhalten, der 
nur um etwa 8 Proz. zu hoch ist. 

Das geschilderte Resonanzphänomen ist eine spezielle 
Eigenschaft der Dehnungsschwingungen. Bei Biegungs- und 
Drillungsschwingungen haben wir, auch bei sehr viel höheren 
Oberschwingungen, ein Bandenspektrum nicht beobachtet. 


$14. Empirische Formel für das Linienspektrum, Seriengesetz I 


Wir besprechen zunächst eine rein empirische Formel, die 
aber den Vorteil hat, die Beobachtung für beliebige Stabquer- 
schnitte, wenn auch mit wechselnder Größe ihrer beiden will- 
kürliehen Konstanten, sehr gut darzustellen. Diese Formel ist 
für numerische Rechnungen sehr bequem und gestattet außerdem 
die in $6 behandelte Inhomogenitätskorrektion &, die in 
mehreren Fällen notwendig ist, in einfacher Weise und sicherer 
als nach dem Verfahren gemäß Fig. 1 zu bestimmen. Die 
Kenntnis von e ist auch Voraussetzung für die Prüfung der 
kopplungstheoretisch begründeten Serienformel des folgenden 
$15 an den Beobachtungen. Jeder analytische Ausdruck, 
welcher die beobachteten Harmonieabweichungen darstellen 
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sol, muß nach § 11 dem Ahnlichkeitsgesetz genügen, also eine 
_ Funktion des Verhältnisses der elastischen Wellenlänge zu den 
ne Querdimensionen sein und, wenn dies Verhältnis sich dem 
_ Werte 1 nähert, also in der Nähe der Resonanz zwischen Axial- 
und Lateralschwingungen nach $ 13, mit abnehmender Wellen- 
a länge stark ansteigende Beträge annehmen. Auf diesen Über- 
 legungen fußend, gelangten wir zu unserem Seriengesetz I, das 
wir zunächst in Hinblick auf eine bequeme Bestimmung der 
Konstanten aus den Beobachtungen, in der folgenden Form 
schreiben: 

k 


6) 


=--B 


= Über die Definition von A, vgl. Formel (10). 

; A und B sind zwei von der Stablänge unabhängige, für 
jeden Stabquerschnitt aber im allgemeinen individuelle Kon- 
 stante. Das zu ihrer Bestimmung angewandte graphische Ver- 
fahren mag an dem quadratischen Stabe Nr. 8b (Tab. 8) 
(S,= S, = 2,6 mm) als Beispiel näher erläutert werden. Man 
rechnet aus zwei bei hohen Ordnungen k’ und k’’ gemessenen 
_ Werten A, und A,,, also zunächst unter Vernachlässigung der 
_ bei hohem k wenig ausmachenden Korrektion e, nach Formel (26) 
einen Näherungswert der Konstanten B aus und findet aus 
es = 14 und k’ = 17, B=1,74. Trägt man nun für niedrige 
: Ordnungen, etwa k=1 bis 10 die Beträge A, als Ordinaten 


yi über den entsprechenden Werten von 2 = TE als Ab- 

szissen in Koordinatenpapier ein, so liegen, wie Fig. 11 zeigt, 
alle Punkte sehr nahe auf einer geraden Linie, mit Ausnahme 
der zu k = 1 und 2 gehörigen Punkte, die man nieht mit berück- 
ane sichtigt. Verlangert man diese Gerade bis zum Schnittpunkt 


6, 131. Bei einer Ansehl der msi Stäbe geht die Gerade 
sehr nahe durch den Koordinatenanfangspunkt, für diese ist 
also e = Ound A, = 6,. Stellt man nunmehr für die Ordnungen 
- k=10 bis 19 über den Größen L,/k als Abszissen die zu- 
5: _ gehörigen Werte 1/Y4, — ¢ = 1/Vo, graphisch dar (Fig. 12), so 


liegen wiederum alle Pu Punkte recht genau suf einer geraden 
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Linie, nur der für k = 19 fällt etwas heraus. Aus der Neigung 
der (Geraden findet man zunächst 1/A und hieraus A=0,130mm? 
und B = 1,76 mm in naher Übereinstimmung mit den anfäng- 
lichen Näherungswerten. Unsere Formel stellt also, wie aus 
Fig. 12 ersichtlich, die Beobachtungen sehr gut dar, die Ab- 
weichungen von der Geraden sind in dem Maßstab der Figur 
kaum erkennbar. Rechnet man mit den gefundenen Werten 
von A und B die 6,-Werte aus, so zeigt sich (Tab. 8), daß außer 
bei k = 1 (wegen e = 1,6, Promille) bis zu k = 15 die Diffe- 
renzen zwischen Beobach- Bar 


tung und Formel nur we- J 
nige Zehntel Promille, fiir wt Al, 
k= 16—18, einige Pro- k=M 
mille bei einem Gesamt- 

An, k=N 


(2-4) 


O02 0m 006 008 Of 


FR Ermittlung der Konstanten A und B Er 
des Seriengesetzes I, Stab II Nr. 8b ees 


Ermittlung der Korrektion e — 
mit Hilfe des Serien- 
gesetzes [; 

Stab II Nr.Sb (Tab.8) 


Fig. 11 


wie 


betrag von rund 100 Promille betragen. Nur bei k = 19 ergibt 
die Formel ö, = 0,17 statt 0,15 nach der Messung; diese Ober- 


schwingung liegt bereits im Störgebiet, hier sind Axial- und ne 
Lateralschwingungen (L,:k = 2,63 gegenüber S, = 2,61) fast X 


genau in Resonanz. Geringen Unterschieden des 19fachen 
Betrages der axialen Grundfrequenz gegenüber der lateralen 
Grundfrequenz entsprechen daher sehr große Unterschiede in 
den Harmonieabweichungen. In unserer Formel kommt dies 
in der Abhängigkeit der 6, vom Quadrat der Differenz L,/k — B 
zum Ausdruck. Würde man mit B = 1,70, statt 1,75, rechnen, 
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so ergäbe unsere Formel 6, = 0,15, statt 0,171. Aut dieselbe 
Ursache ist es zurückzuführen, daß sich bei geringen Ände- 
> rungen der Stablänge die Harmonieabweichungen für die gleiche 

hohe Ordnungszahl sehr stark ändern, z. B. beträgt 6, bei 
 k=16 für den 49,9 mm langen Stab II, Nr. 10 (Tab. 10) 0,063 
während für einen nur 2,5 mm, d.h. 5 Proz. längeren Stab, 
Nr. 9, bei gleichem k nur 0,046 gemessen wurde. 


a en, Ebensogut wie in dem Beispiel lassen sich die beobachteten 
_ Harmonieabweichungen auch bei den übrigen untersuchten 
 Stäben der Orientierung II von rechteckigem, quadratischem 
oder kreisförmigem Querschnitt durch die Serienformel I dar- 
stellen. Die auf die beschriebene Weise für eine größere Anzahl 
von Stäben ermittelten Konstanten A und B, sowie e sind in 
der Tab. 16 zusammengestellt; die mit diesen rückwärts be- 
_ rechneten Harmonieabweichungen sind in den Tabellen 7—13 
zur Vergleichung mit den Beobachtungen angegeben. Nur bei 
der letzten Oberschwingung vor der Resonanz ergibt die Formel 
in der Regel ziemlich stark von der Messung abweichende Be- 
u träge von 6,, teils zu hohe, teils zu niedrige. 
Um die Zuverlässigkeit der Konstanten A und B und den 
Einfluß individueller Stabeigenschaften (Verwachsungen) auf 
ihre Größe zu prüfen, sind Stäbe gleicher Größe und Form und 


n — Bei den fünf Stäben Nr. 1, 2, 3a, 3b, 4 di Sorte S,=1,5, 
= 8mm, schwanken die Werte von A und B sieualiiek er- 
berlich, selbst wenn man vom Stab Nr. 1 absieht, der nach 
§ 6 verwachsen ist. Dies entspricht dem Befund des $ 11, wo 
‚sieh für die Stabsorte II, S, > S, auch merkliche Abweichungen 
vom Ähnlichkeitsgesetz (vgl. Fig. 10B) gezeigt hatten. Für die 
beiden Stäbe Nr. 6a und 7 von S, = 6 mm sind die Werte von 
A ebenfalls merklich verschieden, weniger die von B. Besser 
übereinstimmende Resultate haben sich für die je zwei Exem- 
De plare der Sorte S, = 3, S, = 1,5 mm und S, = 6, 8S, = 1,5 mm 
ergeben. 
ne Wir haben in $ 10 gezeigt, daß im Falle S, > S, bei Stab- 
_ orientierung II eine geringe und bei Orientierung I S, >, 
eine ziemlich feste Kopplung der Dehnungs- mit Drillungs- 
er asin besteht, im Gegensatz zum Falle S, > S, bzw. 
S, > S,, wo bei beiden Orientierungen eine solehe Kopplung 
überhaupt nicht vorhanden oder doch zum mindesten viel loser 
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ist. Hiermit und ferner mit der Tatsache, daß der Dehnungs- 
modul in der X- und Y-Richtung den gleichen, in der Z-Rich- 
tung aber einen anderen Wert hat, hängt wahrscheinlich das 


Tabelle 16 


Konstanten A und B des Seriengesetzes I für Stäbe ER ape 
verschiedener Abmessungen; Korrektion & 
| | 
Stab- Korrek- 
ö abmessungen tion A | B a= A/8,*| B = B/S, 
Stab- bzw. bzw. 
= A/S? | =B/8, 
Nr. Sorte mm | mm | mm | Promille | mm | mm 
quadratisch | 2) 
16 S,=S, | 49,9/ 3,00} 3,00) —0,2 | 0,164 | 2,04 | 0,0182 
3b | 49,9 | 2,61| 2,60| + 1,6, | 0,130 |1,75,| 0,0192 
Se 149,9 | 1,49/1,50| +29 | 0,0406| 1,02,| 0012 | 
Mittel: 0,0185 
rechteckig | | 
1 |79,7|1,50 3,01) (— 0,5)*) | 0,052 | 1,51 | 0,0058 
2 80,1 | 1,50 3,00 | (— 0,5)1) | 0,045 | 1,63 | 0,0050 
3a | 62,0 —0,2 | 0,087 |1,74 | 0,0041 
3b 49,9|1,51 13,01) 0 0,041 |1,74 | 0,0046 
4 | 50,0 1,50'3,00° +04 10,046 |1,68 | 0,0051 
Mittel®): 0,042 |1,70 | 0,0047 je a 
50,0|1,48|4,49| +1,4 [0,039 |3,02 | 0,0019, | 067 
7 3 50,0 | 1,48 | 6,00 0 0,048,/4,25 | 0,0013, | 0,70, | 
ba 50,0 | 1,48/ 6,00, +1,0 [0,054,/4,17 | 0,0015, | 0,69, 
A 0,0221 0,665 
Sa 50,0 | 2,61| 3,00) +0,7 | 0,151 ‚1,74 0.0168 0.58 
rechteckig | 
10 S,>S, | 50,0) 3,00}1,49' 0,2 | 0,048 |2,25 | 0,0053 0,75 
9 52,4/3,00/1,50,/ 0 | 0,047 | 2,27 | 0,0052 0,76 
13 50,0 | 4,50 | 1,50 0 0,069, | 3,53 | 0,0034, | 0,78, 
14 . 50,0 |6,00|1,49| —0,2 |0,107 | 4,75 | 0,0029, | 0,79, 
15 rs 52,1 | 6,00 | 1,50 0 0,113 | 4,71 | 0,0031, | 0,78, 
1b | 29,9/ 3,01 0,75, | 0,028 | 2,37 | 0,0031 | 0,79 
18 | kreisformig | 50/0 3,01! + 2,7, | 0,128 | 1,74 — _ 
19 | 50,1 | 3,05 | 3,03) — 1,4 | 0,118 | 1,82 _ _ 


1) Vgl. die Bemerkung zu Tab. 10. 


2) Ohne. Stab 1, der verwachsen ist. 
3) Vgl. die Bemerkung zu Tab. 20. 
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in vielen Beziehungen kompliziertere Verhalten der Stabsorte 
S,>8S, bzw. S,>S, gegenüber der Sorte S,>S, bzw. 
S, > 8S, zusammen. 

Mit Rücksicht auf das Ahnlichkeitsgesetz des § 11 schreibt 
man die Formel (26), indem man Zähler und Nenner durch S? 
dividiert, besser in der Form 


ra- 
tischen Stabquerschnitts bedeutet. Das Ähnlichkeitsgesetz 
kann nur dann erfüllt sein, wenn bei gleichbleibendem Verhältnis 
S,/S,, « und 8 von S unabhängige Konstanten sind. Das ist 
in der Tat der Fall, wie man aus den Spalten 9 und 10 der 
Tab. 16 für die drei quadratischen Stäbe Nr. 16, 8b und 8e 
sowie für die drei rechteckigen Stäbe Nr. 14, 15 und 11b er- 
kennt, bei dem S,/S, = const = 4 ist. Die Konstante ß ändert 
sich mit den Verhältniswerten S,/S, bzw. S,/S, von 1, 2, 3, 4 
wenig, zwischen 0,57 bis 0,79, die Konstante « aber beträcht- 
lich, sie hat bei S, = S, einen im Vergleich zu den übrigen 
Fällen sehr hohen Betrag. Dies ist qualitativ verständlich, 
denn bei quadratischem Querschnitt sind beide lateralen Grund- 
frequenzen f, und f, nahezu — wegen der Verschiedenheit der 
Moduln s,, und s,, von 15 Proz. nicht genau — gleich groß und 
müssen somit stärker auf die axialen Eigenfrequenzen rück- 
wirken als eine einzige Lateralschwingung bei schmaler Recht- 
ecksform des Querschnittes. Ohne unzulässige Vermehrung der 
Anzahl willkürlicher Konstanten ließ sich keine einfache Funk- 
tion finden, welche die Abhängigkeit der Konstante « und / 
vom Verhältnis S,/S, für beliebige Stabdimensionen wiedergibt. 
Da die Formel (27) nur eine Lateralschwingung berücksichtigt, 
so könnte sie allenfalls für langgestreckte Querschnittsrecht- 
ecke einfache Beziehungen ergeben. Bemerkenswert ist, daß 
durchgängig die Lateralschwingung in der Z-Richtung geringeren 


der verschiedenen Fortpflanzungsgeschwindigkeit in beiden 
Richtungen die Beträge der Konstanten « und f für beide 
Stabsorten S, > S, und S, > S, nieht unmittelbar miteinander 


( 


Einfluß hat, als die in der Y-Richtung. Jedoch können wegen 
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der elastischen Wellenlängen die Eigenfrequenzen einführen. 
Man erhält dann 


m, Si 
TE P.] fu) 
und man sollte erwarten, dat für zwei Stäbe S,> '" und 
‚ >S,", die der Bedingung genügen, a, =a, und 
B, = B, ist. 

Aus Tab. 16 ergibt sich für die Abmessungen S, = 6, 
= 1,5 und 8," = 1,5, 8,” = 6 das Verhältnis der Konstanten / 
zu 0,789:0,701 = 1,125 
und für die Abmessungen S’,= 4,5, S’,=1,5 und S’, =1,5 
= 4,5 zu = 1,17. Beide Quotienten stimmen in der 


Tat nahe mit dem Verhältnis Va — 1,14, überein, ß,„ ist 
also gleich 6,. Dagegen sind in beiden Fällen die Verhältnisse 
der Konstanten «, 2,18 bzw. 1,78, nicht annähernd gleich 
$11/833 = 1,81 und beim Seitenverhältnis 1:2 stimmte die er- 
wartete Beziehung hinsichtlich beider Konstanten « und f 
ganz und gar nicht. Also auch unter Berücksichtigung des 
Modulunterschiedes s,,/s3,; sind die Harmonieabweichungen, 
bezogen auf den gleichen Betrag der Verhältnisse f,/k f und 
f./kf, für beide Stabsorten nicht gleich groß. Demnach muß 
die Kopplung zwischen Lateral- und Axialschwingungen in beiden 
Fällen verschieden fest sein. 

Was endlich die Stäbe der Orientierung I betrifft, so lassen 
sich im Falle S, > S, die Beobachtungen durch die Formeln (26) 
und (27) darstellen und die Konstanten « und f sind nahezu 
die gleichen wie für die entsprechenden Stäbe II (S, > S8,). | 


t 


§ 15. Kopplungstheoretisch begriindete Formel 
fiir das Linienspektrum, Seriengesetz II 


Die in den vorhergehenden Paragraphen entwickelten Vor- 
stellungen legen es nahe, die bekannte Theorie gekoppelter 
Systeme auf das vorliegende Problem anzuwenden. Dies wird 
jedoch außer durch die Aolotropie des Mediums durch folgende 
Umstände erschwert: 1. Es ist, entsprechend der drei Stab- 
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E. Giebe u. A. Scheibe 


_ dimensionen, mit drei Serien von Eigenschwingungen, die mit- 
einander gekoppelt sind, zu rechnen oder doch wenigstens, wenn 
‘ man die lateralen Oberschwingungen außer Betracht läßt, mit 

x lateralen Grundschwingungen, welche auf die Reihe der 


nichts über die Art der Kopplung ‘(Kratt-, Beschleunigungr- 
oder gemischte Kopplung) aussagen. 3. Auch die Größe der 
= Kopplung und ihre Änderung mit der Ordnung der Axial- 
2 a ist nicht ohne weiteres berechenbar. 

a: Wir haben nun auf rein empirischem Wege versucht, aus 

den Beobachtungen einen Anhalt über die Art der Kopplung 
zwischen den axialen und den lateralen Schwingungen zu 
_ gewinnen, konnten dabei aber von vornherein nur Beschleu- 
 nigungs- oder Kraftkopplung in Betracht ziehen, weil bei An- 
nahme gemischter Kopplung eine zu große Anzahl willkürlicher 
_ Konstanten aus den Meßresultaten zu bestimmen gewesen 
"u äre. Um mit möglichst wenig empirischen Konstanten aus- 


tischen Formeln nur eine der beiden lateralen Grundfrequenzen 

berücksichtigt und können somit streng eigentlich nur die- 
_jenigen Fälle behandeln, wo die eine Seite des Querschnitts- 
rechtecks als groß gegen die andere anzusehen ist. Unter dieser 
Voraussetzung gelten nach der Kopplungstheorie!) folgende 
 Frequenzbeziehungen 


_ (#7) _ (7) )'| = P,? bei Kraftkopplung 


Hierin bedeuten F, die wirklichen Eigenfrequenzen, f, 2f . 

bzw. f, (oder auch f,) die „idealen‘‘ Eigenfrequenzen der axialen 
bzw. lateralen Schwingungen, d. h. die ungestörten Frequenzen, 
_ die ihnen bei fehlender Kopplung eigentümlich wären. P, ist 
der Kopplungskoeffizient. Die beiden Wurzeln der biquadra- 
tischen Gleichungen ergeben zwei Werte für die Frequenz F,, 
eine ist, wie bekannt, niedriger, der andere höher als die 
entsprechenden idealen Frequenzwerte. Eine besondere Eigen- 
neiiehhaik des vorliegenden Problems besteht darin, daß wir 
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sondern mit der harmonischen Reihe kf der axialen Eigen- 
schwingungen, von denen jede einzelne mit der Lateralschwin- 
gung der Eigenfrequenz f, gekoppelt ist. Der Kopplungskoef- 
fizient P, wird daher nicht als eine für alle axialen Ober- 
schwingungen gleiche Konstante, sondern als zunächst un- 
bekannte Funktion der Ordnungszahl k anzusehen sein. Über 
den Mechanismus der Kopplungen lassen sich weiter aus den 
in den vorhergehenden Paragraphen schon mitgeteilten experi- 
mentellen Tatsachen einige Aussagen machen, die wir mit 
Hilfe eines anschaulichen Bildes erläutern wollen, indem wir 
den Eigenfrequenzen f, 2f...kf bzw. f, räumlich getrennt 


gedachte Schwingungssysteme, etwa elektrische Schwingungs- < 1 
kreise, x, bzw. y zuordnen. Da die harmonischen Oberschwin- __ Be 
gungen f, (bei einem unendlich dünnen Stabe) gänzlich un- 


abhängig voneinander sind, so sind in diesem Ersatzschema 
auch die Schwingungskreise x, als nicht miteinander gekoppelt 
anzusehen. Nähme man nun an, daß alle Kreise x, mit einem 
und demselben Schwingungskreis y der Eigenfrequenz f, ge- 
koppelt sind, so käme über diesen Kreis eine indirekte Kopplung 
zwischen allen Kreisen x, zustande und deren Resonanz- 
frequenzen könnten somit nicht mehr unabhängig voneinander 
sein. Dies widersprieht dem Ähnlichkeitsgesetz des $ 11, auf 
dessen experimentelle Bestätigung wir in Hinblick auf die hier 
entwickelten Vorstellungen besonderen Wert gelegt haben, denn 
nach diesem sind für Stäbe auch bei endlicher Dicke die Vor- 
gänge längs einer elastischen Halbwelle, unabhängig von der 
Ordnungszahl k, also von der Gesamtzahl der gleichzeitig 
nebeneinander vorhandenen elastischen Wellen, stets die gleichen. 
Die Annahme nur eines einzigen Schwingungskreises y in 
obigem Ersatzschema wird übrigens noch in anderer Beziehung 
den Beobachtungen nicht gerecht. Der idealen Frequenz f, 
dieses Kreises müßte nämlich nach der Kopplungstheorie 
eine und nur eine durch die Rückwirkung aller Kreise 2, 
modifizierte Frequenz F, entsprechen. Diese ließ sich aber 
experimentell nicht nachweisen, vielmehr wurde nahe beim 
Frequenzwert f, eine große Anzahl von Eigenfrequenzen, 
nämlich das schon in $12 beschriebene Bandenspektrum 
beobachtet. 


Um mit der Erfahrung in Einklang zu bleiben, kann man 
sich ein elektrisches Ersatzschema folgendermaßen denken: 
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E. Giebe u. A. Scheibe 


Jedem einzelnen Kreise 2,, 2... 2, ist je ein mit diesem 
und nur mit diesem einen gekoppelter Kreis y, zuzuordnen. Alle 
Kreise y, haben die gleiche (ungestörte) Eigenfrequenz f,, sind 
aber nicht miteinander gekoppelt. Auf jedes Kreispaar (z,, y,), 
(5 Yo) - - - (Zz, Yx) sind dann die Gleichungen (29, 30) anwend- 
bar; die Frequenzen F, und F, der gestörten Schwingungen, 
d.h. die beiden Wurzeln dieser Gleichungen werden somit 
nicht nur für die verschiedenen z-Schwingungen, sondern auch 
für die bei fehlenden Kreisen x, in allen Fällen gleiche 
_ y-Sehwingung je nach der Ordnung k verschieden stark von 
den idealen Frequenzen abweichen. Der Reihe der k axialen 
_ Eigenfrequenzen F, muß demnach eine Reihe von k lateralen 
 Eigenfrequenzen F, , entsprechen, die ziemlich nahe beieinand 

 Eigenfrequenzen F, , prechen, die zien nahe beieinander 
liegen, also das beobachtete Bandenspektrum darstellen. Es 
I ist jedoch zu bemerken, daß dieses Spektrum mehr Eigen- 
frequenzen enthält als man erwarten sollte, und daß das ziemlich 
komplizierte Aussehen der Leuchtfiguren in diesem Frequenz- 
bereich ihre Zuordnung nicht eindeutig vorzunehmen gestattet 
(vgl. hierzu $ 16). Im Sinne des eben erläuterten Ersatzschemas 
haben wir nun versucht, die Beobachtungen durch die Glei- 
chung (29) oder (30) darzustellen. Auf der linken Seite jeder 
Gleichung sind alle Größen bekannt. Die Frequenzen fF’, sind 
gemessen, f ist gleich F, oder mit der nach $ 14 ermittelten 
Korrektion gleich F, (1 — e) zu setzen und f, ist aus Quer- 
abmessung S,, Modul s,, und Dichte nach § 13 berechenbar 
(die Zahlenwerte von f, und f, vgl. Tab. 17, Spalte 5 und 6). 
Man kann also den Wert des Kopplungskoeffizienten P,. für 
jede Ordnungszahl ohne weiteres berechnen und findet mit k 
ansteigende Beträge, dagegen ist das Gesetz P, = g (k), nach 
welchem sich P, mit k ändert, nicht von vornherein angebbar, 
sondern nur empirisch zu ermitteln. Daher läßt sich auch nicht 
mit völliger Sicherheit aus den Beobachtungen herleiten, 
welche Kopplungsart tatsächlich vorliegt, und wir sind letzten 
Endes nur dadurch zu dem Schluß gekommen, daß man es 
sehr wahrscheinlich mit Kraftkopplung zu tun hat, weil nur 
unter Zugrundelegung der Gleichung (29) die Funktion % (k) 
eine sehr einfache und plausible Form erhält. Stellt man näm- 
lich die errechneten Beträge von P,, also die Quadratwurzeln 
aus der linken Seite von Gleichung (29) als Funktion von k 
oder besser von 4 = *f graphisch dar, so erhält man sehr 
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nahe eine gerade Linie. Dies ist aus Fig. 13 für verschiedene 
Werte des Verhältnisses S,/S, = 4, 2, 1, 0,87 zu ersehen. Ob- 
wohl in unserer Formel (29) nur die eine Lateralschwingung f, 
berücksichtigt ist und demnach eine einfache Form der Funktion 
y (k) nur bei großem Verhältnis S,/S, zu erwarten war, ergibt 
sich tatsächlich für beliebiges Verhältnis S,/S, bis zum Wert 0,87 


5 
28+ Kurve | Seitenverhalinis 
ye q 30 45=2 

h 26:26 =1 
i 30 =087 


Änderung des Koeffizienten P, der Kopplung zwischen axialen 
dnungszahl k 


der Kopplungskoeffizient P, als eine lineare Funktion des Ver- 
hältnisses k f/f,. Der in unserer Formel außer acht gelassene 
Einfluß der Querdimension S, tritt in einer mit abnehmendem 
Wert des Verhältnisses S,/S, wachsenden Neigung der Geraden 
in Fig. 13 in Erscheinung. Bei großen Werten des Verhält- 
nisses k f/f,, also kurz vor der einfachen Resonanz zwischen 
kf und f, einerseits und in verstärktem Maße nahe bei der 
doppelten Resonanz zwischen k und f, sowie f, andererseits 
sind deutliche Abweichungen von der Linearität vorhanden, 
die man übrigens beseitigen oder verringern könnte, wenn man 


2 
; 
0 0 zu @ 06 7 WB w@ 10 


Re für f, einen anderen, ein wenig höheren Wert einsetzte, als ihn 
Formel (4) ergibt. Eine weitere deutliche Unstimmigkeit tritt bei 
sehr kleinen Verhältnissen k f/f,, also sehr weit von der Resonanz 
Kr auf. Jedoch ist in diesem Gebiet auf die kleinen Abweichungen 


legen, denn hier betragen die gemessenen Harmonieabweichungen 
nur Zehntel Promille, sind also von der Größenordnung der 
Meßgenauigkeit und können überdies, soweit sie systematisch 
sind, auf die früher erörterten Unregelmäßigkeiten (Korrektion e, 
_ Verwachsungen) zurückgeführt werden. Für die Ordnungen 
_ k=1 und 2 sind deshalb in Fig. 13 die Werte P, gar nicht 
te eingetragen. Zu beachten ist, daß sämtliche Geraden der Fig. 13 
nieht durch den Koordinatenanfangspunkt gehen, sondern extra- 
poliert bei einem Verhältnis k f/f, von 0,05 bis 0,07, für P, 


Werte von P, ergeben. Zu einem Widerspruch mit dem Experi- 
ment führt das zwar praktisch kaum, weil bei sehr langen Stäben 
die Rückwirkung der Lateralschwingungen auf die axiale Grund- 

schwingung und dementsprechend die Harmonieabweichung 
verschwindend klein (Größenordnung 10) ist, jedoch ist der 
_ Abschnitt a der Geraden auf der negativen Ordinatenachse so 
groß (1 bis 2-10-?2), daß man ihn nicht vernachlässigen darf, 


genau darstellen will. Man darf also die P, nicht einfach pro- 
portional 


übrigens nicht allen Fällen systematische Änderung von a mit 
.8,/8,. gegenüber dem Gesamtbetrage P, nur ziemlich wenig 
ausmacht. Die Bestimmung von a und b erfolgte teils graphisch, 


teils rechnerisch. Die Resultate sind in Tab. 17 zusammen- 
gestellt. Dabei wurden die Werte von P, fit’ kleine Verhält- 
nisse von axialen zu lateralen Eigenfrequenzen entsprechend 


aus Fig. 13 unmittelbar erkennt, haben geringe Änderungen der 
Neigung b verhältnismäßig große Änderungen von a zur Folge, 
ohne daß die Anpassung der Formel an die Beobachtungen 
wesentlich ungünstiger würde, b ist also hinsichtlich der pro- 
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ihn Tabelle 17 
t bei + 
= ae Konstanten a und b des Seriengesetzes II 
we und laterale Grundfrequenzen f, und f. (Wellenlängen },, 4.) 
wa für Stäbe verschiedener Abmessungen 
zu 
gen | 2 3|4 5 6 7 8 9 10 
= Quer- 
| Stab- abmessungen f. fe ‘ 
igen | mm mm | m m  kHz| kHz | 
5.18 16 | 3,00 3,00 | 331/288 906 1044/0870! — | 0,015 | 0,279, 
fe; 8b 2,61 | 2,60 |289 250' 1040 1200 0,870 — 0,015 | 0,283, 
Se 1,49 1,49, | 165/144 1815 2080' 0,870 — 0,015 | 0,281, 
10 | 3,00 1,49 | 331/144) 9062080 0,435 — 0,01 | 0,166, 
‚tive 13 4,50 |1,50 | 497/144, 604, 2080 0,290 — 0,01 | 0,144, 
14 6,00 1,50 | 662/144, 453 2080 0,218 — 0,01 | 0,138, 
p 8a 261 | 3,00 28928811040 1044 1 1 0,02 | 0,312 
iben 4 | 1,50 | 3,00 | 165/288 1815/1044, — 0,575 0,007 | 0,155 
we: 6b | 1,50 | 4,50 4321815 694. — 0,383 0,01 | 0,125 
7 150 | 6,00 |165/576/1815 522° — | 0288 0,01 | 0,113 
vung 
der 
e 80 zentischen Genauigkeit recht sicher, a nur roh bestimmbar. 
darf, Wir haben der Einfachheit halber bei der Stabsorte II, S, = $, 
ction für alle drei Seitenverhältnisse 1:4, 1:3 und 1:2 einerseits und 
pro- für die drei quadratischen Stäbe 1,5-1,5, 2.6-2,6, 3-3 mm? 
q 
andererseits a dem ungefähren Mittelwert, nämlich 1-10-? bzw. 
1,5-10-* gleichgesetzt. 
Bei Anwendung auf die Stabsorte II S,>S, ist, wenn 
di f. > f, ist, in den Formeln (29) und (31) an Stelle von f, die 
nn Eigenfrequenz f, zu setzen. Bei dieser Stabsorte treten, ähnlich 
= wie es schon hinsichtlich unseres Seriengesetzes I der Fall war, 
er ewisse Unstimmigkeiten auf. Die lineare Beziehung (31) gilt 
g g g 
Ze nicht im ganzen Frequenzbereich bis zur Resonanz. Dies zeigt 
ser z.B. Fig. 14 für den Stab S,=3, S,=1,5 mm. Von etwa 
wo kflf.= 0,75 an bis zur Resonanz, also auf !/, des ganzen Fre- 
i quenzbereichs steigt der Wert von P, nicht mehr an, sondern 
ee bleibt nahezu konstant. Die Abweichungen von der Linearität 
aa übersteigen weit die Meßgenauigkeit, sie sind qualitativ von 
+ er der gleichen Art, die auch schon bei quadratischen Stäben in 
0188, Fig. 13 kurz vor der Resonanz angedeutet ist. Für die Ermitt- 
2 lung der Konstanten a und b aus Fig. 14 sind die Meßresultate 
”_ von vier untersuchten Stäben der Querdimensionen S, = 3, 
Annalen der Physik. 5. Folge. 9. 2 
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S,=1,5 mm unter Benutzung der Serienformel I gemittelt. 
Auch beim Stabe S, = 4,5, S, = 1,5 zeigen sich ähnliche Ab- 
weichungen, allerdings in geringerem Maß, noch weniger beim 
Stab S,=6, S,=1,5 mm. Für die Stabsorte S, > S, sind 
unter diesen Umständen die in Tab. 17 angegebenen Werte 
von a und b nicht ganz einwandfrei und weniger genau bestimm- 
bar als bei der Sorte S, = S,. Die Erklärung für das verschie- 
dene Verhalten beider Stabsorten dürfte darin zu suchen sein, 
daß der Elastizitätsmodul (s,, bzw. s3;) der größeren Quer- 
dimension in dem einen Falle gleich demjenigen in der Längs- 
richtung des Stabes (s,,) ist, während er im anderen Falle nicht 


i L 


Anderung des Koeffizienten der Kopplung zwischen axialen 
und lateralen Schwingungen mit der ee k; 


Seitenverhältnis S,: = 3:15 = 2 


denselben Betrag hat. Bei den Stäben II S, > S, kommt die 
_-- Anisotropie wenig zur Geltung, sie sind „qussiisotrop“ 

Se ee Ahnliche Unstimmigkeiten wie bei Stäben S, > S, treten 


auch bei kreisförmigen Stäben auf, die wir unter anderem aus 
diesem Grunde nicht näher behandeln. 

Besonders hingewiesen sei noch auf die gute Übereinstim- 
mung der drei Werte von b in Tab. 17 für die drei quadratischen 
Stäbe verschiedener Dicke. 

In Fig. 13 ist der Neigungswinkel der für beliebige quadra- 
tische Stäbe gültigen Geraden i kleiner als für den StabS, = 2,61, 
8, = 8mm, der durch Abschleifen eines Stabes von S, =, 
= 8 mm hergestellt wurde. Dies bedeutet, daß für das gleiche 

ve es Verhältnis k f/f, die Querdimensionen beim dünneren Stabe 
Er einen größeren Einfluß haben als beim diekeren. Diese zunächst 
ss paradox erscheinende Beobachtungstatsache findet ihre Er- 
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klärung in folgendem: Wählt man = / = 1,15 


so wird f, =f, und für kf=f,=f. besteht eine doppelte 
Resonanz, daher ist die Rückwirkung der Lateralschwingungen 
auf die axialen, hier größer als bei quadratischen Stäben, wo 
(wegen f, >f,) nur die einfache Resonanz kf =f, eintreten 
kann. In der oben angegebenen Weise berechnet, hat der 
(„wirksame“) Kopplungskoeffizient P, im Falle f, =f, also 
den Höchstwert. 

Da wir in unserer Formel (29) nur die eine Eigenfrequenz 
f, berücksiehtigt haben, während offenbar auch die andere, f,, 
einen mehr oder weniger starken Einfluß hat, so geben die 
errechneten Werte von P, ein Maß für die resultierende Kopplung 
der Schwingungen k f mit beiden Schwingungen f, und f,. Daß 
infolge der Äolotropie des Quarzes die beiden Einzelkopplungen 
verschieden sind, hatte sich schon aus unserer Serienformel I 
in $ 14 ergeben und ist auch aus der verschiedenen Größe der 
Konstanten b für beide Stabsorten II 8, >S, und S,> 8S, 
in Tab. 17 ersichtlich. Bei gleichen Stababmessungen ist b 
kleiner, wenn die größere Querdimension parallel zur optischen 
Achse liegt, wie wenn sie senkrecht dazu steht. Die Lateral- 
schwingungen in der Z-Richtung sind also loser mit den Axial- 
schwingungen gekoppelt, als diejenigen in der Y-Richtung. 
Wenn wir die Einzelkopplungen für sich erhalten wollen, so 
müssen wir aus unseren Beobachtungsreihen auf unendlich 
dünne Querschnittsseiten S, bzw. S, zu extrapolieren versuchen. 
Bei der quasiisotropen Stabsorte S, > S, ist nun eine solche 
Extrapolation mit ziemlicher Sicherheit ausführbar, da sich 
zeigte, daß die Größe b eine sehr einfache Funktion des Ver- 
hältnisses S, > S, ist. Trägt man nämlich die ermittelten 
Werte von b (Tab. 17) über den Quadraten der zugehörigen 
S, 


--¢ auf (vgl. Fig. 15), 


so liegen die den Verhältnissen S,/S, = 1, 2, 3 und 4 ent- 
sprechenden Punkte genau auf einer geraden Linie, welche, das 
kurze Stück bis zum Schnittpunkt mit der Ordinatenachse 
extrapoliert, den Wert b, von b für S, =0 ergibt. Die Gleichung 


Verhältnisse S,/S, oder / 
i1 


der Geraden schreiben wir in der Form 


(32) b=0, (1+ ¢(#)') (1+¢(2))- 
=” 
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Zur Berechnung der beiden neuen Konstanten b, und c stehen 
vier Werte von b (28,13, 16,65, 14,45 und 13,82-10-2) zur Ver- 
fügung, von denen allerdings drei ziemlich nahe beieinander 
liegen. Jedoch zeigt sich, 
daß Gleichung (31) sehr ge- 
nau erfüllt ist, man findet 
die folgenden Zahlenwerte 


by = 0,128, 


0,34 
0,32 
0,30 
028 
0,26 


0,24 c= 1,57 

0,22 bzw. 

0,20 ce’ = 1,19 

018 
aa Für den Fall der Gleichheit 
an der beiden Eigenfrequenzen 
an fy =f., also beim Stabe 


S,=8, S,=2,61 ergibt aller- 
TR, ur dings die Formel (32) gegen 

iiber der Beobachtung etwa 
Anderung der Konstanten b 6 Proz. zu hohe Werte von b. 


Den Bereich der genauen 
Fig. 15 Gültigkeit der Formel müssen 
er wir demnach begrenzen auf 


Stäbe von S,= S, oder f, = 0,87 f,. Innerhalb dieser Grenze 
aber gilt für beliebige Stabdimensionen unsere Formel, die 
nunmehr die folgende endgültige Gestalt annimmt): 


- 


Der Wert von a kann in den Bereichen von S,/S, = 2 bis 1 
zwischen 1 und 1,5-10-? mit ausreichender Genauigkeit etwa 
linear interpoliert werden. Um ein unmittelbares Urteil über 


die Zuverlässigkeit dieser Formel zu erhalten, haben wir aus 
ihr mit Hilfe der in Tab. 17 angegebenen Werte von a und b 


1) Kurz mitgeteilt im Tätigkeitsber. d. Phys. Techn. Reichsanst., 
Instrkde. 50. S. 288. 1930. 
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—1 zum Ver- 
k 
gleich mit den direkt beobachteten berechnet. Setzen wir zur 


Abkürzung f,/k f = q, so ergibt sich aus (33) 


rückwärts die Harmonieabweichungen 6, = 


(34) yen _ (4 - + q? P,?, Seriengesetz II. 


woraus sich die Harmonieabweichung 6, gemäß Formel (13) zu 
1 berechnet. 
Fi 


Für die innere Wurzel ist das negative Vorzeichen zu wählen, 
wenn man die den idealen Frequenzen k f entsprechenden wirk- 
lichen Frequenzen F, erhalten will. Die Rechnungsresultate 
nach dieser Formel, die fiir die numerische Auswertung ziemlich 
unbequem ist gegeniiber unserer rein empirischen Serienformel I, 
sind für die Stabsorte II S, = S, in den Tabellen 7—11 ein- 
getragen. Beobachtung und Rechnung stimmt in der Regel 
bis auf wenige Zehntel Promille des Verhältnisses k f/F, überein. 
Nur kurz vor der Resonanz kommen, wie schon oben erwähnt, 
bei den quadratischen Stäben größere Abweichungen vor, die 
bei einem Gesamtbetrage der Harmonieabweichung von etwa 
16 Proz. z. T. 1 Proz. erreichen. Unsere Formel (33) gestattet also 
die Beobachtungen für alle Stäbe II, S, = S, gut darzustellen; 
dies ist ein großer Vorzug gegenüber unserem empirischen 
Seriengesetz I. Allerdings sind drei willkürliche Konstanten a, 
by, ¢ erforderlich. Jedoch bedingt a in allen Fällen und c bei 
großem Verhältnis S,/S,, z. B. 4, nur eine verhältnismäßig 
kleine Korrektion. Auch für den Sonderfall f, = f,, wo also 
$, ein wenig größer als S,, nämlich S,=1,15 S, ist, gibt 
unsere Formel mit den angegebenen Zahlenwerten der Kon- 
stanten a, b, c noch einigermaßen zutreffende Resultate, wenn 
auch systematisch etwas zu hohe Beträge für die Harmonie- 
abweichungen. Für den Stab Nr. 8a (S,=3, S, = 2,61) be- 
rechnen sich z. B. für k = 14 bzw. 16 die Harmonieabweichungen 
6, zu 0,051 bzw. 0,092, während nach Tab. 8 die folgenden 
Beträge gemessen wurden: 0,047 bzw. 0,083. 

Aus der Differenz von b, = 0,128 gegen den Wert b = 0,138 
beim Verhältnis S,/S,=6:1,5 =4 erkennt man, daß die 
Eigenfrequenz f, in diesem Falle eine Vergrößerung des Kopp- 


lungskoeffizienten P, um rund 8 Proz. verursacht, erst bei 


$,/S, = 10 beträgt die Vergrößerung nur noch 1,2 Proz. 
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18 E.Giebe u. A. Scheibe 
Läßt man die kleine Korrektion a = 0,01 außer Betracht, 
so ist b, die Größe der Kopplung zwischen den axialen Schwin- 
gungen und nur einer einzigen Lateralschwingung (f,). Man 
könnte daher vermuten, daß b, in einfacher Beziehung zu den 
elastischen Konstanten steht. Das scheint nun in der Tat der 
Fall zu sein. Für das Verhältnis ~ (Poissonsche Konstante) 
der Querkontraktion in der Y-Richtung zur Längsdilatation 
in der X-Richtung, das nach der Formel (2) gleich s,,/s,, ist, 
ergibt sich nämlich mit den Zahlwerten der Tab. 1 (s,. = 1,69 
10-13) und der Tab. 3 (s,, = 12,78-10-13) der Betrag 0,132, 
der nahezu mit unserem b, = 0,128 übereinstimmt. Daß für 
die Größe der Kopplung u bestimmend ist, erscheint plausibel. 
Sofern die Übereinstimmung zwischen « und b, nicht zufällig 
ist, ergibt sich somit das folgende Resultat: Für rechteckige 
Quarzstäbe der Orientierung II ist, sofern die eine Querschnitts- 
seite S, groß gegen die andere S, ist, der Kopplungskoeffizient 
zwischen den axialen und lateralen Schwingungen nahezu 
 [d.h. bei Vernachlässigung der Korrektion a in Formel (31)] 
gleich dem Produkt aus Poissonscher Konstante w, der Ord- 
nungszahl k der axialen Eigenfrequenzen und dem Verhält- 
nis f/f, der axialen zur lateralen Grundfrequenz. Bei der 
quasiisotropen Stabsorte II, S, > S,, kann man für f/f, auch 
das Verhältnis der Querschnittsseite S, zur Stablänge L, 
setzen?). 
Für die Stabsorte II, S, > S,, ist das Verhältnis der Quer- 
_ kontraktion in der Z-Richtung zur Längsdilatation in der 
X-Richtung u = 2 = ion 
kleiner als im Falle S, >S,. Qualitativ hat sich in der Tat 
sowohl nach unserem Seriengesetz I als auch nach II (vgl. die 
b-Werte in der Tab. 17) bei S,>S, eine losere Kopplung 
ergeben. Eine genauere quantitative Bestätigung ist jedoch 
nicht möglich, weil sich die Beobachtungen im Falle S, > S,, 


— 0,120, also um rund 10 Proz. 


1) Da . bei Metallen in der Regel mehr als doppelt so groß ist, wie 
beim Quarz, so würde aus Obigem folgen, daß bei isotropen Metallstäben 
der Kopplungskoeffizient und somit die Harmonieabweichungen relativ 
größer sein müssen. Vorläufige Versuche an ferromagnetischen Stäben, 
die mit Hilfe der Magnetostriktion zu Longitudinalschwingungen angeregt 
wurden, haben sowohl unser Seriengesetz II als auch diese Folgerung 
jedenfalls qualitativ bestätigt (vgl. auch Fußnote in Ann. d. Phys. [5] 9 

S. 115. 1931). 
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wie schon oben ausgeführt, nur angenähert durch eine der 
Gleichung (31) entsprechende lineare Funktion darstellen lassen. 
Die in Tab. 17 angegebenen b-Werte sind deshalb unsicher und 
gestatten keine zuverlässige Extrapolation auf den Grenzwert b, 
für f, = 00, S,=0. Schätzt man die Größe von by ab, indem 
man den b-Wert des Stabes S, = 6, S,=1,5 um die für den 
Stab S, = 6, S, = 1,5 ermittelte Differenz b — by = 0,01 ver- 
kleinert, so erhält man rund 0,10, also für s,, einen etwa 20 Proz. 
kleineren Wert als nach Voigts Messungen. Nimmt man für 
die drei Stäbe der Abmessungen S,=1,5, $,=3 bzw. 4,5 
bzw. 6 mm eine der Gleichung (32) entsprechende Beziehung A 


3 


als gültig an, so w von dem Werte b, = 0,10 ein Wert a = sa 1 
entsprechen. In dem Bereich S,/S,= 2 kann man mit diesen 
Zahlenwerten der beiden Konstanten die Beobachtungen einiger- 
maßen darstellen, man darf jedoch nicht extrapolieren für 
Verhältnisse S,/S, < 2. 

Nach diesem Seriengesetz II können wir bei denjenigen 


: 

% 


Dimensionsverhältnissen , wo es recht genau gilt, 


Kopplungskoeffizienten P, und Harmonieabweichungen 6, für 
den besonders interessanten Fall der Resonanz f,=kf be- 
rechnen. Wir erhalten damit die Eigenfrequenzen (F, = F}) 
von quadratischen Quarzplatten der Seitenlänge L, = S, = S 
für verschiedenen Dicken S, und im Grenzfall S, = S, also die 
Grundeigenfrequenz eines Würfels. Bei Resonanz nehmen 
unsere Formeln (31, 32) und (34) die folgende Form an: 


(36) 


Die mit den oben angegebenen Zahlenwerten der drei Kon- 
stanten by, c’, a berechneten Werte von f/F, sind in der Kurve, 
Fig. 16, dargestellt. Eine experimentelle Bestätigung für den 
Fall einer quadratischen Platte, S=6, S, = 1,5 mm, enthält 
Tab. 19 in $16; bei den Stablängen L, = 30,2 bzw. 18,2, für 
welche L,/5 bzw. L,/3 fast genau gleich S, = 6 ist, wurde f/F, 
zu 1,0701 bzw. 1,0715 gemessen, während Formel (36) und 
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oma 16 den Wert 1,0708 ergibt. Für einen Würfel ss = § 


y 
= 8S, = S ist die Grundeigenfrequenz F, longitudinaler Schwin- 


gungen in der X-Richtung im Verhältnis 1:1,167 kleiner als 


die Frequenz f, die nach Formel (4) zu 1:2 Vu d d zu berechnen 
. Zur Prüfung unserer Formel haben wir die Eigenfrequenz 
A drei Würfeln in verschiedenen Abmessungen experime ntell 
ee a bestimmt. Die Ergebnisse sind in Tab. 18 
| £ zusammengestellt. Bei Würfel Nr. 1 sind 
4 die Seitenlängen nur auf + 0,01 mm genau, 
bei Nr.2 sind die drei Kanten nicht genau 
gleich. Berechnete und gemessene Fre- 
quenzen F, bzw. F’, stimmen bis auf etwa 
1,5 überein, während die einfache 
Formel (4) um 
17 Proz. zu hohe 
ee Zu bemerken ist 
A: noch, daß man 
experimentell in 
405 f der Nähe der 
Grundeigenfrequenz F, quadratischer Platten der Frequenzen F, 
Seitenlänge L, = S, = S bei verschiedener Dicke & noch andere 


415|- 


_ im Verhältnis zu dem nach Formel (4) berechneten Eigenfrequenzen 
beobachtet (das 
Bandenspek- 


trum des $ 12), 
die jedoch schwerer anregbar sind als jene. Die Leucht- 
rscheinung ist für F, bei weitem am intensivsten und entspricht 


Tabelle 18 


Eigenfrequenz von Quarzwürfeln 


Berechnet 
Würfe] | Abmessungen de 1 =) Gemessen 
mm | mm | mm kHz kHz kHz m 
1 [1,00 | 1,00 | 1,00 2720 1,167 2330 2290 130,7 
IT 5,01 | 5,01 | 5,01 544 1,167 466 , 458 | ‚654 
III 9,97 9,91 10,49 273 | 1,177 232| 228 1315 
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qualitativ der zu erwartenden piezoelektrischen Ladungs- 
verteilung. 

In dem anderen Grenzfall einer in der Z-Richtung sehr 
dünnen quadratischen Platte (S/S, größer als etwa 5) erhalten 
unsere Formeln eine besonders einfache Gestalt, P, wird gleich 
b,— a. Für eine Näherungsformel wollen wir a = 0,01 gegen- 
über b, = 0,13 vernachlässigen und für b, nach dem vorher- 
gehenden die Poissonsche Konstante « einführen. Um mit 
der Voigtschen Vorzeichenwahl (Tab. 1 s,, =— 1,69-10-13) 
im Einklang zu bleiben, müssen wir dann u =— 0,13 = —b, 
setzen. Dann wird 


Diese Formel ergibt übrigens bei Quarz, wo u =— 0,13 klein 
gegen 1 ist, fast genau den gleichen Wert 1,065 für f/F, wie 
die genauere. Sollte sie auch für andere Stoffe als Quarz gelten, 
was noch der genaueren experimentellen Prüfung bedarf (vgl. 
Fußnote, S$. 158), so folgt, daß z. B. für Metalle, wo u etwa 
—0,3 ist, der Unterschied zwischen f und F, viel größer (f/F, 
= 1,20) sein muß. 


Was schließlich Quarzstäbe der Orientierung I betrifft, 
so macht die in $ 10 behandelte Störung durch Torsionsschwin- 
gungen eine Prüfung des Seriengesetzes II im Falle S, > S$, 
unmöglich. Aus Gründen der kristallographischen Symmetrie 
ist aber die X- und die Y-Richtung elastisch gleichwertig. Man 
muß daher fordern, daß, wenn nur S, klein gegen L, und S, 
bzw. L, und S, ist, die Stabsorte I S,>S, sich ebenso 
verhält wie die Sorte II S, > S,, weil in beiden Fällen X- und 
Y-Abmessungen nur die Rollen vertauscht haben. Um dies 
zu prüfen, sind zwei Stäbe (Nr. 118 und Nr. 129) von den Ab- 
messungen L, = 50 und S, = 3, S, = 1,5 bzw. S, = 6, S,=1,5 
untersucht und es zeigte sich, daB in der Tat die beobach- 
teten Harmonieabweichungen ebenfalls dem Seriengesetz II ge- 
horehen, und zwar mit den gleichen Zahlenwerten der Kon- 
stanten wie bei Orientierung II. Wie Tab. 14 zeigt, ist die 
Ubereinstimmung zwischen Beobachtung und Rechnung im 
Falle S, = 6 mm recht gut, während allerdings im Fall S, = 3 


einige größere Differenzen vorkommen, die wahrscheinlich auf 


Störungen durch Torsion zurückzuführen ind. 000. 
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Untersuchung des Bandenspektrums’) 


Aus dem Seriengesetz II des vorigen $ 15 ergibt sich als 
notwendige Folgerung, daß oberhalb der lateralen Eigenfre- 
quenz f, die Harmonieabweichungen der axialen Eigenfre- 
quenzen das entgegengesetzte Vorzeichen haben müssen, wie 
unterhalb derselben. Um diese für die Richtigkeit unserer 
Theorie wesentliche Folgerung zu prüfen, haben wir unsere 
Untersuchungen 
auch auf das 
Frequenzgebiet 
oberhalb f, bis 
fast zur Frequenz 
3f, ausgedehnt. 
Dabei ergab sich, 
daß unter den 
mehr oder weni- 
ger komplizierten 
Leuchtbildern der 
zahlreichen 


LeuchtbildtypZ der axialen Eigenschwingungen; Eigenschwingun- 
a, bzw. a,, gesehen aus der Y- bzw. Z-Richtung gen dieses Ge- 
Fig. 17 bietes der Ty- 

pus der axialen 

Schwingungen (Typ L) mit völliger Sicherheit zu erkennen 
ist, wie dies z. B. Fig. 17 für F, = 503,8 kHz (k = 9, f, ist 
hier gleich 452,7 kHz) in zwei Photos zeigt, die in Richtung 
der Y- bzw. Z-Achse aufgenommen sind. Das wesentliche 
Merkmal des Typs L sind Raumladungen an den Bewegungs- 
 bäuchen, sie erzeugen einen rings um den Stab ziemlich gleich- 
mäßigen Glimmlichtring. Die Photos lassen allerdings diese 
Gleichmäßigkeit nicht unmittelbar erkennen, weil die photo- 
graphische Wirkung von der Dicke der Lichtschicht abhängt. 
In Fig.17a, erscheinen daher die Lichtbiischel auf den beiden 
breiten Seiten des Stabes sehr hell, während auf der schmalen 


1) Wir danken Herrn Dr. Blechschmidt sehr für seine Hilfe bei 
der Ausführung der Messungen und der Photographien dieses Paragraphen. 
Besonders die Aufnahme der Photos macht Mühe, Gasdruck und Lage 
der Anregungselektroden müssen genau ausprobiert werden, wenn man 
= eine gleichmäßige Ausbildung der Leuchterse NE erhalten will. 


a 3 $ 16. Axiale Eigenfrequenzen oberhalb der Resonanzfrequenz i 
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Seite das Glimmlicht nur schwach, wenn auch deutlich erkenn- 
bar ist. Bei der anderen Blickrichtung (Fig. 17a,) sieht man, 
daß auch auf den Schmalseiten ebensolche Lichtbiischel vor- 
handen sind, wie auf den Breitseiten.!) Bei den Leuchtbildern 
eines anderen Schwingungstyps (N), von dem noch die Rede 
sein wird, sind solehe den ganzen Stabquerschnitt umhüllende 
Glimmliehtringe nieht vorhanden, wie die Vergleichung der 
Fig. 17a, und a, mit der Fig. 21c, und c, lehrt. Ein weiteres 
Kennzeichen des Typs L ist das Glimmlicht, das die Stabenden 
umhüllt (Fig. 17a,). Dies ist lichtschwächer als die Bündel 
längs des Stabes, weil die es erzeugenden piezoelektrischen 
Raumladungen durch die Deformationsänderung längs !/, Wellen- 
länge, die übrigen Raumladungen aber durch die Deformations- 
änderung längs !/, Wellenlänge entstehen.?2) An den genannten 
Merkmalen der Leuchtbilder sind also die axialen Eigen- 
frequenzen sicher erkennbar, ihre Ordnungszahl ist leicht ab- 
zählbar, sie ist um 1 kleiner als die Anzahl der einzelnen durch 
dunkle Zwischenräume getrennten Leuchtbüschel, wobei die 
Büschel an den Stabenden mitzuzählen sind. Die Leuchtbilder 
von vielen der axialen Oberschwingungen oberhalb f, sind ganz 
regelmäßig, bei einigen, besonders bei denen höchster Ord- 
nungen und bei den Dubletts zeigen Verzerrungen der Leucht- 
bilder das Vorhandensein von Störschwingungen an (vgl. $ 10). 
Man konnte also ziemlich einfach die Reihe der axialen Eigen- 
frequenzen bis zu Werten von nahezu 3 f, auffinden, wo die 
elastische Halbwellenlänge nur noch !/, der größeren Quer- 
dimension S, ist. Als Beispiel teilen wir in Tab. 19 die erhaltenen 
Meßresultate für drei Stäbe mit, die bei gleichem Querschnitt 
S,= 6, S, = 1,5 mm verschiedene Längen L, = 50 bzw. 30,2 
bzw. 18,2 mm hatten. Stellt man die beobachteten Harmonie- 
abweichungen 6, als Funktion von kf:f, dar, so erhält man 
den in Fig. 18 gezeichneten Kurvenverlauf. In der Tat springt, 
wie es die Kopplungstheorie verlangt, 6, vom maximalen posi- 
tiven Wert bei k f:f, = 1 auf einen negativen bei kf:f, = 1,1. 


1) An der unteren Stabkante in Fig. 17a, wird die Ausbildung des 
Glimmlichtes behindert durch die Stabunterlage, eine Hartgummiplatte, 
auf der die Anregungselektroden befestigt sind in Form von 4 Drahtstiften, 
die in Fig. 17a,, zwischen dem 2. und 3. Lichtbüschel des rechten Stab- 
endes z. T. sichtbar sind. 

2) Vgl. E. Giebe u. A. Scheibe, Ztschr. f. Phys. 46. S. 619. 1928. 
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Tabelle 19 


Axiale Eigenfrequenzen und ihre Harmonieabweichungen von drei 

verschieden langen Stäben gleichen Querschnitts, S, = 6, S, = 1,5 mm, 

bis nahe an die Resonanz mit der dritten lateralen Grundfrequenz 3f,; 
vgl. Fig. 18 


= 50,0 mm L, = 30,2 mm L, = 18,2 mm 


L, 
Af F, kf F, 

o kHz fy kHz 0 
4 lo | lo lo 


10,120 5438! 0 |o20 9044| 0 | 0333) 150,83! 0 
2 024 | 108.75 + 0,03| 0,40 180,78 |+0,05 0,666 300,0 |+ 0,60 
3 0,36 | 163.05 +0,08 10,60 270,4 #035 1,00 | 4283 | + 715 
12175 |+0 
4048 4080 080 | 356.8 +140) 133 | 611,0 |- 1,40 
5 0,60 | 2209 +0,89 11,00 4226 +7,01 1,67 { 2331 |+ 013 
6 0,72 | 323,7 |+ 0,82) 1.20 | 554,8 |-223| 2,00 | 9052 | - 0,02 
7 084 | 3740 + 1,82/ 1,40 my 2,33 
8 0,96 | 414,7 +4,94 | 1,60 | 730,4 \-0,94 2,67 | 11755 |+ 268 
9 11,08 | 503,8 2,70| 1,80| 817.0 | 
10 120 | 5533 —1,70| 200) 9055 |-012 — 
11 606.2 |-1321220| 919 4029) — — | — 


1,44 | 661,0 |— 1,27/ 2,40|1071,5 |+1,29| — 
1,56 | 713,0 — 0,86 2,60 11139,7 +3,16) — es _ 
14 | 763,3 |- 0,26 | 2,80 |1193,0 +4612) — 


15 |1,80 | 8191 |-039| — | — 
16 |1,92 | 8722 -082 — | — 
17/204 | 9355 (+012; — | — 
18 |216 | 9760 — | — 
19 |2,28 | 1025.2 — | — = 3 
20 |2,40 11028 +1,38| — | — er 
21 2,52 111194 — | — 
22 264 11525 +38 — | — 
23 1276 |1172,7 +66 —| — 


Interessant ist ferner, daß die 6, negativ bleiben bis zur Ab- 
szisse 2, um dann wieder positiv zu werden und mit zunehmender 
_ Annäherung des Verhältnisses k f/f, an den Wert 3 beschleunigt 
anzusteigen. Diese Abszissen 2 und 3 entsprechen den Ober- 
 sehwingungen 2f, bzw. 3 f, der lateralen Eigenschwingungen. 
Da in der Nähe der Frequenz 2f, die Beträge 6, sehr klein, 
die axialen Eigenfrequenzen hier also sehr nahe harmonisch 
sind, so muß man schließen, daß die laterale Oberschwingung 
_ 2f, keinen Einfluß auf die axialen Oberschwingungen hat, d. h. 
2» BR nicht angeregt wird. Dies dürfte folgendermaßen 
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zu erklären sein: Wenn ein Stabelement von den Abmessungen 
$,=6 und AL, (in Richtung der Stabachse) von etwa ®/,=3 
in der Ordnung 2 der lateralen Eigenschwingungen, also zur 
Dehnungsschwingung k,=2 in der Y-Richtung angeregt 
werden soll, so müßten im gleichen Zeitmoment in den beiden 
Hälften von S, entgegengesetzte Deformationen erzeugt werden, 
ähnlich wie bei Biegungs- 
schwingungen. Einesolche 
Deformationsverteilung 6 
längs S, kann aber durch 5 
axiale Stabschwingungen 
2 

1 

[7 


nieht hervorgerufen wer- 
den, da bei diesen die , 


Deformation über dem 
ganzen Querschnitt (S,S,) k: 
stets die gleiche ist. Durch [ 

die axialen Eigenschwin- 
gungen können also nur 
ungeradzahlige Ordnungen 
k,=1;3; usw. der late- 
ralen Eigenschwingungen 


Einfluß der drei ersten lateralen Eigen- 
schwingungen auf die Frequenz der 
axialen Eigenschwingungen von Stäben 
der Querdimensionen S,= 6, S,= 1,5 mm 


angeregt werden. So 
es, wie Fig. 18 


zeigt, daß in dem Frequenzbereich um 2f, die Harmonie- 
abweichungen ö, fast verschwinden, in der Nähe von 3f, aber 
wieder wie bei f, stark ansteigen. 


In § 11 hatten wir nachgewiesen, daß bis zur ersten Reso- 
nanz, k f = f,, das Ahnlichkeitsgesetz gilt. Aus den Messungen 
der Tabelle folgt, daß dies Gesetz auch für Verhältnisse 
k f/f, >1, allerdings hier nicht ganz so genau erfüllt ist. Die 
an den drei Stäben beobachteten 6, sind in Fig. 18 nicht als 
Meßpunkte einzeln eingetragen, es ist vielmehr ein mittlerer, 
allen Meßpunkten ungefähr angepaßter Kurvenzug gezeichnet. 
Die Abweichungen der einzelnen beobachteten 6, sind, wie man 
sich an Hand der Tab. 19 überzeugen kann, im allgemeinen 
klein, einzelne Beobachtungen, insbesondere die Dubletts fallen = 
allerdings stärker aus der Kurve heraus, was auf Störungen nC AZ 
durch Schwingungen anderer Art (vgl. § 10) zurückzuführen a 


Bose 


sein dürfte 
Bei Stäben anderer Abmessungen als im obigen Beispiel 
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Ar, 


ergaben die Messungen den entsprechenden Verlauf der ö,- 
Kurven. Insbesondere lag, wenn S, > S, war, der Sprung in 
den ö,-Werten bei k f = f, und nicht etwa bei derjenigen Ober- 
schwingung, wo die elastische Halbwelle L,/k gleich der Quer- 
dimension S, ist. Dies ist der von der Theorie verlangte Unter- 
schied gegenüber der Stabsorte S, > S,, wo für L,/k = S, auch 
kf =f, ist. 

Nach unserer in § 15 entwickelten Theorie muß beiderseits 
des Frequenzwertes f, eine Reihe lateraler Eigenfrequenzen auf- 
treten, die wir zum Unterschied von den Frequenzen F', der 


beob. | Wl dl 


=50 mm 
. al Lt 3 
| 
| 
78 9 ma 4 5 
| | 23 
| | 
=4 5 62 3 
1 1 i 1 
430 440 450 460 490 480 kHz 
ty 
x Bandenspektrum in der Nähe der lateralen Grundfrequenz _ 
cy Fig. 19 


(gestörten) axialen Eigenschwingungen mit F,, bezeichnen 
wollen und jeder Frequenz F, muß eine Frequenz F,, zu- 
zuordnen sein, die nach der aus Formel (34) sich ergebenden 
Beziehung 


(38) 


mit den bekannten Werten von F,, k f und f, berechnet werden 
kann. Das Resultat der Rechnung ist in Form von Spektren 
der F,, für die drei oben genannten Stäbe dargestellt (Fig. 19) 
und als „berechnet‘‘ bezeichnet. Die unter jeder einzelnen 
Linie angegebene Zahl k bezieht sich auf die Ordnung der ent- 
sprechenden axialen Eigenfrequenz. Zum experimentellen Nach- 
weis d 
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von f, dureh eine Leuchterscheinung beobachtbaren Eigen- 
schwingungen, deren Gesamtheit wir in $ 12 Bandenspektrum 
genannt haben, gemessen. Diese beobachteten Bandenspektren, 
die sich über den Bereich von 430 bis etwa 480 kHz erstrecken, 
sind für jene drei Stäbe in Fig. 19 über den berechneten ein- 
gezeichnet. Axiale Eigenfrequenzen F’, fallen nicht in diesen 
Bereich. Da die Zuordnung der beobachteten und berechneten 
Frequenzen im einzelnen Schwierigkeiten macht, auf die wir 
noch zu sprechen kommen, möchten wir den Hauptwert darauf 
legen, daß die Anzahl und die Verteilung der beobachteten 
Frequenzen F’,, „im großen und ganzen der nach der Berechnung 
zu erwartenden entspricht. Wie man aus Tab. 19 unmittelbar 
sieht, nimmt die Anzahl der unterhalb von 906 kHz liegenden 
axialen Eigenfrequenzen, die bei der Berechnung des Spek- 
trums, Fig. 19, berücksichtigt sind, mit zunehmender Stab- 
länge im Verhältnis 16:10:6 zu. Ungefähr in den gleichen Ver- 
hältnissen stehen ihrer Anzahl nach auch die beobachteten 
Frequenzen F, ,. Ferner ist im Bereich von etwa 460—470 kHz 
bei allen drei Stäben keine einzige Frequenz F, „ beobachtet; 
diese auffällige Lücke entspricht, wie man aus Fig. 19 erkennt, 
durchaus der Theorie, denn sie ergibt sich auch bei der Rechnung 
nach Formel (38). 

Bemerkenswert ist, daß in unmittelbarster Nähe des Wertes 
452,7 kHz =f, eine Frequenz F, „ nur beim Stabe 30,2 nicht 
aber bei den beiden anderen Stäben beobachtet ist, während 
theoretisch bei Stab 50 vier ganz nahe benachbarte Eigen- 
schwingungen zu erwarten wären. 

Es scheint demnach, daß Eigenfrequenzen F, ,, die sehr 
weit entfernt liegenden Frequenzen k f entsprechen, sehr schwer 
oder überhaupt nicht anregbar sind. Damit ist in Übereinstim- 
mung, daß unterhalb des Frequenzwertes f, mehr Eigen- 
frequenzen F, beobachtet wurden, als oberhalb, weil die 
axialen Frequensen kf im Bereich von k f/f, =1 bis 2, die 
Kopplungsfrequenzen F, , < fy, bedingen, im ganzen dem Wert 
J, näher liegen als diejenigen unterhalb kf/f,=1, welche 
Kopplungsfrequenzen F, , >f, erzeugen. 

Wenn man nun versucht, jede einzelne der beobachteten 
Frequenzen des Bandenspektrums einem berechneten Wert 
F,, zuzuordnen, so stößt man auf Schwierigkeiten, weil das 
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in den meisten Fällen die Ordnung k der zugehörigen Axial- 
schwingung nicht erkennen läßt. Man kann im Bandenspektrum 
zwei Leuchtbildtypen M und N unterscheiden, die bei mehreren 
Eigenfrequenzen auftreten und in charakteristischen Merkmalen 


Leuchtbildtyp N im Bandenspektrum a, b, c, gesehen aus der Y je: 
c, aus der Z-Richtung = 


Fig. 21 


anders aussehen als der schon oben gekennzeichnete Leucht- 
typ L der axialen Eigenfrequenzen. Die Figg. 20 und 21 zeigen 
einige Photos der Typen M und N. Für die Bilder M sind die 
außerordentlich hellen Liehtbüschel, also starke piezoelektrische 
Ladungen an den beiden Stabenden das wesentlichste Kenn- 
Annalen der Physik. 5. Folge. 9. 
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zeichen. Die Ladungen längs des Stabes sind viel geringer, so 
daß bei schwacher Erregung der Schwingungen oder bei höheren 
Gasdrucken nur die Stabenden leuchten, übrigens nicht gleich 
hell auf der ganzen Stirnfläche, sondern in der Mitte derselben 
am stärksten. Der Bildtyp M ist vermutlich den lateralen 
Schwingungen F, „ zuzuschreiben, bei denen Flächenladungen 
auf den Stirnflächen in der beobachteten Verteilung zu er- 
warten sind, er tritt auf bei folgenden Frequenzen: für Stab 50 
bei 436,3, 441,0, 446,7, 448,2, 451,0, 456,5, 477,8, 479,2, 481,2 kHz 
(bei den letzten beiden im Stirnflächenleuchten etwas modi- 
fiziert), für Stab 30,2 bei 439,8, 445,9, 450,6, 471,4, 479,2 kHz 
(bei den letzten beiden wie vorher), für Stab 18,2 bei 441,7, 
444,7, 451,0, 472,3, 479,7 kHz. Bemerkenswert ist, daß beim 
kürzesten Stab, wo wegen der geringen Anzahl der Schwin- 
gungen die Verhältnisse am iibersichtlichsten sind, nach Fig. 19 
drei Frequenzen sehr nahe an der berechneten Stelle liegen. Die 
Ladungsverteilung längs der Stäbe ist, wie die Bilder, Fig. 20, 
zeigen, aus der Y-Richtung betrachtet, ziemlich regelmäßig 
(aus der Z-Richtung sieht man Ungleichmäßigkeiten), sie 
scheint jedoch in keinem erkennbaren systematischen Zu- 
sammenhang zu den Ordnungen k der axialen Schwingungen 
zu stehen, mit einer einzigen Ausnahme, nämlich dem Leucht- 
bild, Fig. 20a, für 436,3 kHz, das die gleiche Anzahl von Leucht- 
büscheln hat wie dasjenige der axialen Schwingung von 503,9 kHz 
und der Ordnung k = 9 (Fig. 17). Diese beiden Frequenzen 
ergeben eine Quadratsumme, die, wie es Formel (38) verlangt, 
genau gleich k? f? + f?, ist, sie dürften daher eindeutig als zu- 
einander gehörige Kopplungsfrequenzen F, und F,, anzu- 
sehen sein. 


Der dritte Leuchtbildtyp N, Fig. 21, unterscheidet sich 
von den beiden anderen durch das fast völlige Fehlen von 
Ladungen an den Stabenden, nur ganz schwache Lichtpunkte, 
außerdem ein wenig entfernt von den Stabenden sind angedeutet. 
Dagegen sind die Lichtbiischel längs des Stabes ziemlich gut 
und regelmäßig ausgebildet; bei Betrachtung aus der z-Rich- 
tung (Fig. 21¢,) sieht man, daß diese Büschel, anders wie in 
Fig. 17a, im wesentlichen auf der Mitte der Breitseite des 
Stabes entstehen. Der Leuchtbildtyp N tritt auf bei einer 
offenbar zusammengehörigen Serie von Eigenschwingungen, 
deren Frequenzen beim Stab 50 die folgenden Werte haben: 
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437,4. 455,3, 471,4, 490,5, 510,1, 533,1, 555,5 kHz. Bei der 
niedrigsten Frequenz beobachtet man (die schwachen Licht- 
punkte an den Stabenden nicht mitgezählt) acht Leucht- 
büschel und bei den folgenden immer je ein Büschel mehr, bei 
555.5 kHz also 14. Die Frequenzdifferenz zwischen je zwei 
aufeinanderfolgenden ist ungefähr gleich groß. Unterhalb von 
437,4 kHz konnte eine Fortsetzung der Serie nicht beobachtet 
werden, ebenso nicht oberhalb von 555,5, wo andere Störungen 
auftreten. Das Vorhandensein dieser Serie, deren Entstehung 
wir nieht deuten können, sowie von einigen zu keinem der drei 
Typen L, M, N gehörigen Eigenfrequenzen lehrt, daß das 
Bandenspektrum in der Nähe der Resonanz nicht nur aus den 
Kopplungsfrequenzen I’, , besteht, sondern daß die wirklichen 
Verhältnisse komplizierter sind, z. B. infolge von naheliegenden 
Drillungs- und Biegungsschwingungen. 

Auch für Stäbe von anderen Abmessungen der Quer- 
dimension als in dem Beispiel Tab. 19 wurden Bandenspektren 
und Eigenfrequenzen bis weit oberhalb der ersten Resonanz 
durchgemessen. Die beschriebenen Leuchtbildtypen wurden 
bei allen Stäben im wesentlichen ebenso beobachtet. Auch der 
sonstige Befund war der gleiche, nur mit den durch die jeweilige 
Größe der Querdimension und ihre Orientierung bedingten 
Unterschieden. 

8 17. 
Praktische Folgerungen für die Herstellung vonFrequenznormalen 

Im Vorhergehenden hat sich ergeben, daß Dehnungsschwin- 
gungen von Quarzstiben je nach ihrer Orientierung in ver- 
schieden starkem Maße durch Nebenerscheinungen gestört 
werden. Liegt die Stabachse senkrecht zur elektrischen und 
zur optischen Achse (Orientierung I) und die größere Seite des 
rechteckigen Stabquerschnitts parallel zur optischen Achse 
(5, > S,), so besteht eine ziemlich feste Kopplung der Dehnungs- 
schwingungen mit Drillungsschwingungen, die sich besonders 
bei höheren Oberschwingungen der ersteren bzw. bei kurzen 
Stäben u. a. durch das Auftreten von zwei nahe benachbarten 
Kopplungsfrequenzen (Dubletts) bemerkbar machen. Solche 
Dubletts geben natürlich bei der Verwendung von Quarzstäben 
als Frequenznormale, zum mindesten im praktischen Betriebe, 
leicht zu Irrtümern Anlaß. Deshalb ist die Staborientierung I, 
S.>S,, die hinsichtlich der piezoelektrischen Anregbarkeit 
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wenigstens bei größeren Stablängen vorteilhaft ist und deshalb 
wohl von Cady und seitdem meist benutzt wurde, für Er- 
reichung sehr hoher Eigenfrequenzen am ungünstigsten. Ge- 
ringer sind jene Störungen, wenn man bei Orientierung I, die 
größere Querdimension senkrecht zur optischen Achse, und 
zwar S, mindestens gleich 2S, wählt. In noch geringerem Maße 
und nur bei sehr naher Koinzidenz stören Drillungseigenschwin- 
gungen bei der Staborientierung II (Stabachse senkrecht zur 
optischen und parallel zur elektrischen Achse), wenn man die 
größere Querdimension senkrecht zur optischen Achse legt 
(S, >S.), (die Stabsorte II, S, > S, ist etwas ungünstiger). 
Seitdem jetzt in der drahtlosen Technik sehr kurze Wellen 
weitgehende Anwendung finden, ist das praktische Bedürfnis 
nach genauen Frequenznormalen gerade in diesem Frequenz- 
bereich besonders groß. Die gewonnenen Erkenntnisse lehren, 
wie man Orientierung und Abmessungen von (Quarzstäben zu 
wählen hat, um wohldefinierte, durch regelmäßige Leucht- 
erscheinungen leicht kenntliche Eigenschwingungen sehr hoher 
Frequenz zu erhalten. Wie aus dem in Tab. 9 mitgeteilten 
Beispiel ersichtlich ist, haben wir praktisch mit einem Stäbchen 
von L,.=5mm Länge und S,-S, = 0,5-0,5 mm? Querschnitt 
die 7. Oberschwingung bei einer Frequenz von 3680 kHz 
( = 81,5 m) erreicht. Hinsichtlich der Stababmessungen hat 
sich ergeben, daß man bei der Orientierung IIS, = S, praktisch 
als Normalfrequenzen noch brauchbare Dehnungsschwingungen 
erhält, bis zu Werten von etwa 0,9 des Verhältnisses 
von größerer Querdimension zu elastischer Halbwellenlänge; 
erst kurz vor dem Werte 1 dieses Verhältnisses werden die 
Quarzstäbe wegen des Auftretens vieler nahe benachbarter 
üigenschwingungen zu Frequenznormalen ungeeignet. Aus den 
angegebenen Formeln kann man die für eine vorgegebene hohe 
Frequenz erforderliche Stablänge genau vorausberechnen. 

Über die bei den heutigen Anforderungen an die Genauigkeit 
von Frequenznormalen sehr wichtige Frage des Temperatur- 
koeffizienten (TK) der Frequenz sind Untersuchungen im Gange. 
Für die Orientierung I haben wir einige Ergebnisse bereits mit- 
geteilt‘), der TK beträgt einige Millionstel pro Grad. Die 
Orientierung IT scheint auch hinsichtlich des Temperatureinflusses 
etwas günstiger zu sein als Orientierung I. 


1930. 


Giebe' u. A. Scheibe, Jahrb. d. drahtl. Telegr. 35. S. 174. 
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§ 18. Zusammenfassung 


1. Es wurden die Dehnungsschwingungen einer großen 
Anzahl von Quarzstäben in zwei verschiedenen Orientierungen I 
(Stabachse senkrecht zur optischen (Z-) und zur elektrischen 
(X-)Achse) und II (Stabachse senkrecht zur optischen und 
parallel zur elektrischen Achse) untersucht. Die Stäbe hatten 
sämtlich (bis auf zwei kreisförmige) rechteckigen oder quadra- 
tischen Querschnitt. (Seiten S,, S,, S,). Die größere Quer- 
schnittsseite lag parallel oder senkrecht zur eg Achse. 
Es werden vier Stabsorten unterschieden: I, S, > S,;1,S8, > S.; 

2. Durch Messung der longitudinalen Grundfrequenzen von 
insgesamt 46 Stäben hinreichender Länge wurde der Elasti- 
zititsmodul s,, senkrecht zur optischen Achse im Mittel zu 
1,265, bzw. 1,277,-10-1? em?/Dyn für Orientierung I bzw. II 
bestimmt mit einem mittleren Fehler der Mittelwerte von etwa 
+0,6 Promille. Die mittlere Schwankung der Einzelwerte in- 
folge von Verwachsungen und Orientierungsfehlern betrug 
+2,5 Promille. 

3. Die Differenz von 1 Proz. zwischen den Modulwerten 
in den beiden Orientierungen, die der kristallographischen 
Symmetrie widerspricht, wird auf die Wirkung der sekundären 
elektrischen Felder zurückgeführt und durch eine Näherungs- 
rechnung theoretisch abgeleitet. 

4. Die gefundenen Modulwerte weichen von dem Voigt- 
schen Wert (1,295,, statische Messungen) um 2,3 bzw. 1,4 Proz. 
ab und stimmen mit dem Wert 1,269, von Perrier und Mand- 
rot (stat. Mess.) nahezu überein. 

5. Die longitudinalen Eigenschwingungen höherer Ordnung 
werden bei der Stabsorte I, S, > S, durch Torsionseigenschwin- 
gungen ziemlich stark gestört, weniger bei den Sorten I, S, >S, 
und II, S,>S,, am wenigsten bei der Stabsorte Il, 5,>S,, 
die deshalb hauptsächlich zur empirischen Ermittlung des 
Seriengesetzes der longitudinalen Eigenfrequenzen benutzt 
wird. 

6. Die beobachteten Harmonieabweichungen (HA) der 
Dehnungsschwingungen, d.h. die Abweichungen der Ober- 
schwingungsfrequenzen vom ganzzahligen Vielfachen der Grund- 
frequenz werden durch die Rayleighsche Dickenkorrektion 
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annähernd bis etwa zum Werte 0,5 des Verhältnisses 7 von 
größerer Querschnittsseite zur elastischen Halbwellenlänge wieder- 
gegeben. Oberhalb 0,5 sind die HA mit wachsendem J’ in 
steigendem Maße größer als nach Rayleighs Theorie, und die 
Kurve der HA hat einen völlig anderen Verlauf als die theo- 
retische. 

Für geometrisch ähnliche Stäbe II ist die HA der Eigen- 
frequenzen gleich groß. 

8. Die HA werden auf Kopplung der Dehnungsschwin- 
gungen in der Längsrichtung (den „axialen“ Schwingungen) 
mit Dehnungsschwingungen in Richtung der Querdimensionen 
(den ‚lateralen‘ Schwingungen) zurückgeführt, die vermöge der 
Querkontraktion entstehen. 

Bei Annäherung an die Resonanz zwischen einer axialen 
Oberschwingung und einer lateralen Grundschwingung nehmen 
die HA außerordentlich stark zu und kehren beim Überschreiten 
der Resonanz ihr Vorzeichen um. 

10. Bei einem Stab der Sorte II, S, >S,, 
nanz erst bei höheren Frequenzen beobachtet als bei einem 
solchen der Sorte II, S, > S,, wenn die Seiten beider Stäbe 
gleich groß sind, weil der Modul s,, in der Y-Richtung größer 
ist als derjenige (s,,) in der Z-Richtung. Aus der Resonanz- 
beobachtung ergab sich das Verhältnis s,,/s3, und damit s, 
auf etwa 1 Proz. genau und in Einklang mit dem statischen 
Wert von Voigt. 

11. Ein empirisch gefundenes Seriengesetz I, das zwei 
willkürliche Konstanten A und B enthält, stellt die Beobach- 
tungen bis zur Resonanz mit der niedrigsten lateralen Grund- 
schwingung für Stäbe beliebiger Querschnittsabmessungen, auch 
für kreisförmige Stäbe, dar; jedoch haben A und B für jeden 
Querschnitt individuelle Beträge. 


wird die Reso- 


Es wird ein kopplungstheoretisch begründetes Serien- 
gesetz II abgeleitet, welches die Beobachtungen fiir alle Stäbe II, 
S,>S, mit den gleichen drei empirischen Konstanten a, 
by, ¢ bis zur Resonanz mit der niedrigsten lateralen Grund- 
schwingung darzustellen gestattet; von diesen drei Konstanten 
macht a in allen Fällen und ¢ bei großem Verhältnis S,/S.. 
z. B. 4, nur eine verhältnismäßig kleine Korrektion aus. b, ist 
numerisch gleich dem Verhältnis von Querkontraktion zu 
Längsdilatation (P oissonsche Konstante ak ge kunden. 
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13. Das Seriengesetz II gilt auch für quadratische Platten 
S,= 5, verschiedener Dicke S, und für Würfel. 

14. In der Nähe der Resonanz zwischen axialen Eigen- 
schwingungen und lateraler Grundfrequenz wurden sehr viele 
Eigenschwingungen (,Bandenspektrum‘‘) beobachtet, die näher 
untersucht sind. 

15. Axiale Eigenschwingungen wurden bis nahe an die 
Resonanz mit der dritten lateralen Eigenschwingung beob- 
achtet und gemessen. 

16. Aus den gewonnenen Erkenntnissen ergeben sich prak- 
tische Gesichtspunkte für die Herstellung von a een 

aus Quarzstäben. 


(Eingegangen 6. Februar 1931) are 
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des Spektrums des 
Wassers mit gedämpften Schwingungen in dem 
Wellenlängenbereich von 2200—2900 mm — 


Von M. Alimowa 


Audtgnihe der vorliegenden Arbeit ist die Messung des elek- 
trischen — des Wassers im Bereiche der Halbwellen- 


längen von — = 1100—1450 mm mittels des Verfahrens der 


gedämpften ug und die Zusammenstellung der ge- 
wonnenen Ergebnisse mit den Messungsresultaten, die in 
demselben Bereiche und gleichzeitig mittels des Verfahrens der 
ungedämpften Schwingungen von Dr. Nowosilzew im hiesigen 
Institute gewonnen wurden.') 

Die Literaturangaben zu dieser Arbeit sind in dem er- 
wähnten Artikel von Nowosilzew angeführt. 

Das Verfahren, nach dem unsere Untersuchungen aus- 
geführt wurden, ist genau dasselbe, wie das von Colley?) an- 
gewandte, wobei nur geringe Veränderungen in der Konstruktion 
des Vibrators bestanden. 

Die Veränderungen der Wellenlängen wurden entweder durch 
Umlötungen der Brücke, die in dem Lecherschen System die 
Schwingungskreise angibt, oder durch Verschiebungen eines 
kleinen Kondensators, der an den Drähten des angebenden 
Systems befestigt ist”), erreicht. Als eine wesentliche Variation 


N.S. Nowosilzew, Ann. d. Phys. [5] 2. S. 515. 1929. 
2) A. R. Colley, Phys. Ztr. 10. 8. 471. 1909: K. Iwanow, Ann. 
d. Phys. 65. 8. 431. 1921. 
3) A. R. Colley, Methoden genauer Untersuchungen von schmalen 
Dispersionsstreifen im elektrischen Spektrum von Flüssigkeiten. Ber. d. 
Ww arschauer Universität 1915. (Russisch). 
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erschien (in einem großen Teile der Messungen) nur der Ersatz 
des Röhrchenindikators, der von Colley verwandt wurde, durch 
: ein Galvanometer mit einem Thermo-Indikator nach Busch- 
Fi Nowosilzew.') Ein Teil der Beobachtungen wurde parallel 
4 mit beiden Indikatoren durchgeführt, wobei die Ergebnisse sich 
in dem Bereiche der möglichen Untersuchungsfehler deckten. 
les Das Dämpfungsdekrement (Summe der Dekremente des primären 
m Systems und des ersten Abschnittes des Lecherschen Systems) 
war 0,018—0,027. Die Leitfähigkeit des Wassers schwankte 
zwischen 8,0—15,0- 10%. Die Ergebnisse der Messungen sind 
graphisch auf der unten angeführten Kurve (Fig. 1) dargestellt. 


ie 
Fig. 1 
ge- 
= Es wurden im ganzen 55 Punkte gemessen. Die Genauig- 
ler keit der einzelnen Messungen beträgt 0,3 Proz. Die Abweichungen 
en von den Durchschnittswerten des Brechungsindexes (zu 17° C. 


reduziert), treten keineswegs aus dem Bereiche der möglichen 


if Beobachtungsfehler heraus. In der Tabelle 1 sind die Durch- 
schnittswerte für m,;o, die mittels unserer Beobachtungen an 
as- Strecken von 100 mm gewonnen wurden, angeführt; hier sind 


ui auch die von anderen Verfassern festgestellten Werte fürn, an- 


on be 
ch Tabelle 1 
lie 
1e8 serie Nı7 
der Halbwellen Alimowa Nowosilzew Iwanow Riickert 
en — 
1100— 1200 | 9,008 9,006 _ 8,970 
1200—1300 9,005 9,007 8,999 ie 
1300—1400 9,003 9,003 
1400—1450 8,999 8,996 
nD. 


1) N. Busch, Journ. d. Russischen Phys. Chem. Gesellschaft 60. 
len 8.1. 1928. 
2) Nach den in der Arbeit von Weichmann angefiihrten An- 
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Zusammenfassung 
ee Die Werte des Brechungsindexes des Wassers im Bereiche 
der Wellenlängen A = 2200—2900 mm, die nach dem Verfahren 
der gedämpften Schwingungen gewonnen wurden, decken sich 
mit denen, die nach der Methode der ungedämpften Schwin- 
gungen erhalten wurden (Nowosilzew. In dem erwähnten 
Gebiete sind keine Dispersionsstreifen nachgewiesen worden. 
Der Durchschnittswert für ,;o ist = 9,004; der wahrschein- 
liche Fehler des Ergebnisses beträgt 0,001. 
Br Zum Schluß halte ich es für eine angenehme Pflicht, 
a Prof. Dr. E. W. Bogoslowskij fiir das vorgeschlagene Thema 
und für seine Leitung während der Arbeit meine innige Dank- 
barkeit auszusprechen. 

Rostow am Don, Physikalisches Institut der Nord-Kau- 
kasischen Staatsuniversität, Juli 1930. 


(Eingegangen 3. Januar 1931) 
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Untersuchung der elektrischen Feldverteilung 
in dielektrischen Flüssigkeiten 
mittels der elektrischen Doppelbrechung 

(elektrooptischer Kerreffekt) 


ee Von J. Dantscher 


(Mitteilung aus dem Elektrophysikalischen Laboratorium 
asa der Technischen Hochschule Miinchen) 


(Mit 20 Figuren) 


Inhaltsiibersicht: 1. Einleitung. — a) Ziel der Arbeit; b) frühere 
Arbeiten derselben Richtung; c) die Sondenmethode; d) die Methode des 
Kerreffektes. — 2. Die Messung der elektrischen Doppelbrechung. — 3. Die 


optische Anordnung. 4. Die elektrische Anordnung. — 5. Die Unter- 
suchungsgefäße — 6. Die Reinigung. — 7. Fehlerquellen. 8. MeBgenauig- 


keit. — 9. Allgemeines über die Ergebnisse. — 10. Ergebnisse bei Chlor- 
benzol. — 11. Die Stromleitung im Chlorbenzol. — 12. Ergebnisse bei Toluol. 


13. Vergleich mit den Ergebnissen anderer Autoren. — 14. Zusammen- 
assung. — 15. Literatur. 
fassung 15. Literatur 


1. Einleitung 

a) Ziel der Arbeit 2 

Sobald man erkannte, daß die elektrische Stromleitung 

in Dielektriken nieht mehr als rein dielektrischer Vorgang zu 
betrachten ist, sondern daß hierbei die Wanderung der Ladungs- 
träger eine wesentliche Rolle spielt, gewann die Untersuchung 
der Stromspannungscharakteristik und der Feldverteilung im 
Dielektrikum erhöhtes Interesse. Die Aufnahme der Strom- 
spannungskurve dielektrischer Flüssigkeiten [G. Jaffe (14)}), 
J. Schröder (35), A. Nikuradse (25)] zeigte eine gewisse 
Analogie zu den schon weitgehend bekannten Vorgängen bei 
der Stromleitung in ionisierten Gasen und ließ vermuten, daß 
dieses Verhalten nach außen sich auch in ähnlichen Feld- 


1) Die Zahlen in Klammern beziehen sich auf die Nummer der Lite- 
raturzusammenstellung am Ende der Arbeit. 
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: verzerrungen im Innern der Flüssigkeit geltend macht. Endlich 


sprechen Ergebnisse bei der Entladung, vor allem polare Er- 
scheinungen, sowie Unregelmäßigkeiten bei der Bestinimung 
der Kerrkonstante |G. Quincke (29), R. Leiser (20), W. Il- 
berg (13), O. Lohaus (23)] für die Annahme von Feldver- 
zerrung bei der Stromleitung in dielektrischen Flüssigkeiten. 

Infolge ihres integrierenden Charakters stellt die Strom- 
spannungskurve oder Widerstandscharakteristik die Summation 
über die differentiellen Vorgänge des Feldes dar. Deshalb gibt 
die Feldverteilung viel unmittelbarer die physikalischen Vor- 
gänge wieder, die sich bei der Stromleitung abspielen, und 
erleichtert wesentlich deren Deutung. Es ist daher für die 
vorliegende Arbeit die Aufgabe gestellt, die elektrische Feld- 
verteilung bei flüssigen Dielektriken zu untersuchen. Die 
Beschränkung auf die Plattenanordnung (Plattenelektroden) 
 veranlaßte die Erwägung, daß im Falle des homogenen Feldes 
Feldverzerrungen besonders augenfällig sind. Andererseits 
ist auch aus technischen Gründen nur ein ebenes (zweidimen- 


 sionales) Problem praktisch lösbar. 


b) Frühere Arbeiten derselben Richtung 


An Untersuchungen hierüber lagen lediglich Sonden- 
messungen von E. Warburg (37), E.v. Schweidler (36), 
H. Gaedecke (7), K.Przibram (27) und J.B. Whitehead (38) 


vor. H. Koller hat schon vorher Versuche mit Tropfelektroden 


ie angestellt, sie jedoch nicht veröffentlicht. 


E. Warburg (37) untersucht in einer eingehenden Arbeit 


... . . . 
 Anilin, Xylol-Anilinmischungen mit und ohne Trichloressig- 


säurezusatz sowie Amylalkohol und stellt über deren Verhalten 


vergleichende Betrachtungen mit dem Verhalten von Elek- 
trolytlésungen und destilliertem Wasser an. Er macht die 
bemerkenswerte Feststellung, daß die polaren Unterschiede im 
Widerstandswert bei der Anordnung Spitze-Fläche mit der 
Zeitdauer des Stromdurchganges verschwinden. Bei den Sonden- 
messungen (mittlere Feldstärke 60 Volt/em, Abstand a ~ 20 em) 
verhalten sich Anilin und Xylolanilinmischung in bezug auf 
die Widerstandsänderungen vor der Kathode und Anode ent- 
gegengesetzt; leider lassen sich hieraus nur die Veränderungen 
der Feldverteilung, nicht aber die Potentialverteilung ent- 
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E. v. Schweidler (36) untersucht Toluol mit einem Platin- 
draht als Sonde und findet an den Elektroden ansteigende 
Feldstärken, jedoch Unterschiede in der Anoden- und Kathoden- 
feldstärke (bei 125 Volt/em mittlerer Feldstärke). H. Gae- 
decke (7) mißt den Potentialverlauf mit einer Platinsonde in 
Benzol, Schwefelkohlenstoff und Terpentinöl. Er stellt auch 
Wendepunkte in den Potentialkurven fest, jedoch für Terpen- 
tinöl bekommt er stetig abnehmende Feldstärke von einer 
Elektrode zur anderen. K. Przibram (27) ermittelt die Feld- 
verteilung mittels einer Platinsonde in schlechtleitenden Flüssig- 
keiten, so u. a. in Toluol, Pentan, Benzol, Schwefelkohlenstoff, 
Cymol und Öle (bis etwa 850 Volt/em mittlere Feldstärke); 
er fand an beiden Elektroden erhöhte Feldstärken und Polari- 
titseffekte. Zum Schluß sollen noch zwei Arbeiten erwähnt 
werden, die nach Inangriffnahme dieser Untersuchung er- 
schienen und mit Sonden die Feldverteilung in flüssigen Dielek- 
triken ermitteln. J.B. Whitehead (38) untersucht Trans- 
formatorenöl und bekommt bei längere Zeit gestandenem Öl 
starke Feldanstiege an beiden Elektroden. Die Feldverzerrung 
bildet sich erst mit der Zeit aus, wie auch schon Gaedecke 
und Przibram fanden. H. Schaefer (33) bekommt in reinem 
Transformatorenöl (A = 10-12. 2-1 cm-!) an beiden Elektroden 
einen Feldanstieg, in solchem größerer Leitfähigkeit (A = 
10-1 9-1 cm-! durch Zusatz öllöslicher Metallverbindungen) 
aber ein homogenes Feld (mittlere Feldstärke E=1... 3 kV/em). 


zur Messung der elektrischen Feldstärke 


Die älteste Methode zur Messung der elektrischen Feld- 
stärken ist die Sondenmethode, die darauf beruht, daß ein 
Leiter sowohl im dielektrischen wie im Strömungsfeld das 
Potential seiner Umgebung annimmt. Dies ist jedoch nur 
bei bipolarer Leitung der Fall, bei unipolarer Leitung können 
Aufladungen eintreten, die die Potentialmessung erheblich 
stören. Zunächst wurden auch bei der vorliegenden Unter- 
suchung dielektrischer Flüssigkeiten Versuche mit der Sonden- 
methode angestellt. Es war jedoch zu bedenken, daß man 
Abweichungen vom linearen Spannungsverlauf und speziell 
starke Felder an den Elektroden erwartete. Mögen diese 
Erscheinungen nun bedingt sein durch Vorgänge in der Grenz- 
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schicht des Dielektrikums, in der Oberfläche der Elektroden 
oder aber infolge der Grenzfläche von Elektrode-Dielektrikum, 
immer ist dann eine Metallsonde ungeeignet zur unmittelbaren 
Bestimmung der Feldverteilung, da sie selbst eine solche Grenz- 
fläche darstellt. Dazu kommt noch, daß bei Verwendung eines 
Sondendrahtes infolge der Anordnung Draht-Platte eine Feld- 
verzerrung vorgetäuscht werden kann und bei Verwendung 
einer Sondenplatte das Strömungsfeld gestört wird. Da auch 
die gleichzeitige Abtastung des ganzen Feldes praktisch un- 
möglich ist, wurde im weiteren Verlauf auf die Sondenmethode 
verzichtet. 


d) Die Methode des Kerreffektes 


Eine physikalische Erscheinung, die auf der unmittelbaren 
Wirkung des elektrischen Feldes beruht, ist der Kerreffekt: 
Isotrope Medien werden unter dem Einfluß eines elektrischen 
Feldes anisotrop, sie werden optisch doppelbrechend. Er ist 
_ seit seiner Entdeekung in einer Reihe von Arbeiten an Gasen, 
Flüssigkeiten und festen Körpern untersucht worden und seine 
 Feldabhängigkeit ist gesetzmäßig bestimmt. Da er eine rein 
optische Methode mit normalwelligen, also nicht besonders 
energiereichen Strahlen darstellt, kann angenommen werden, 
daß das elektrische Feld durch sie keine beachtbare Störung 
erleidet; bei ebener Feldanordnung verläuft der Strahl jeweils 
in einer Äquipotentialfläche. Die Absorption spielt hier keinerlei 
tolle. Außerdem folgt der Kerreffekt dem elektrischen Felde 
praktisch trägheitslos, wie die Untersuchungen von R. Blondlot, 
H. Abraham und J. Lemoine, J. Jams, Th. Des Con- 
dres, E.Baetge,L. Mandelstam, J.W.Beams und L. v. Ha- 
_ mos zeigen. Allerdings ist der Kerreffekt im Vergleich zur natür- 
lichen Doppelbrechung der Kristalle sehr klein, so daß er außer- 
ordentlich empfindliche Indikatoren erfordert; nur Nitrobenzoi 
hat eine so große Kerrkonstante, daß der Effekt verhältnis- 
_ mäßig einfach zu messen ist. Deshalb hat der Kerreffekt des 
Nitrobenzols schon vielfach Anwendung gefunden, so als 
optischer Momentverschluß und in der Bildtelegraphie als 
steuerbares Lichtrelais durch die Karoluszelle. Es wurden 
auch Versuche gemacht, auf diesem Prinzip einen Oszillographen 
zu entwickeln, so von Siemens & Halske durch Dr. Berg mit 
DRP. 357 299 (5) und von der Vereinigten Glühlampen- und 
Elektrizitäts-A.-G. Budapest-Ujpest durch E. Röstas und 
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P. Selenyi (32). Infolge der dabei auftretenden technischen 
Schwierigkeiten wurden jedoch die Versuche in beiden Fällen 
wieder aufgegeben. Vor diesen verwendete W. Hess (11) den 
Kerreffekt zur qualitativen Aufzeichnung langsam verlaufender 
Vorgänge. ä 

Wegen der wesentlichen prinzipiellen Überlegenheit gegen- 
über den anderen Methoden wurde daher der Kerreffekt zur 
Bestimmung der Feldverteilung gewählt. Da aber keine brauch- 
bare, ausgearbeitete Methode vorlag, bestand zunächst die Auf- 
gabe, eine für den speziellen Fall der Feldbestimmung in gut 
isolierenden Flüssigkeiten geeignete auszuwählen. 


2. Die Messung der elektrischen Doppelbrechung 

Die elektrooptische Doppelbrechung gehört zu der ganz 
allgemeinen Erscheinung der akzidentellen Doppelbrechung, bei 
der ein an sich isotroper Körper durch äußere Einwirkungen 
anisotrop, also optisch doppelbrechend wird. Unter dem Kerr- 
effekt versteht man deshalb die Erscheinung, daß ein isotropes 
Medium unter dem Einfluß eines elektrischen Feldes die Eigen- 
schaften eines einachsigen Kristalls annimmt, dessen Achse 
mit der Richtung des elektrischen Feldes zusammenfällt. 

Erzeugt man zwischen gekreuzten Nicols durch ein elek- 
trisches Feld Doppelbrechung, so hängt die Intensität des 
durchgelassenen Lichtes von der elektrischen Doppelbrechung 
und vom Azimut der Schwingungsrichtung der linearpolari- 
sierten Welle gegen das elektrische Feld ab. Aus geometrischen 
Gründen erreicht sie den größten Wert, wenn die einfallende 
linear polarisierte Welle unter 45° zur Feldrichtung schwingt, 
da dann die Amplituden beider Komponenten gleich werden; 
die eine Achse der Ellipse fällt hierbei mit der Schwingungs- 
richtung der linearpolarisierten Welle zusammen. Die Be- 
stimmung der Schwingungsellipse reduziert sich dann auf die 
der Phasendifferenz allein, während sie allgemein durch Ampli- 
tudenverhältnis und Phasendifferenz bzw. Azimut uud Ellip- 
tizität gegeben ist. Deshalb führt man die Beobachtung der 
Doppelbreehung in der sogenannten „Diagonalstellung‘‘ aus. 

Die relative Verzögerung, die die beiden Komponenten in 
der Hauptschwingungsebene durch das Feld erleiden, ergibt 
sich dann in Wellenlängen ausgedrückt zu 
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wenn | der Lichtweg im elektrischen Feld, 4 die Wellenlancs 

des verwendeten Lichtes und 6 die Phasendifferenz ist. 

Für die elektrooptische Doppelbrechung fand nun Kerr 
und bestätigte Quincke das Gesetz 

wo E die Feldstärke in abs. Einheiten und B die 

oder elektrooptische Konstante (pro Wellenlänge) ist; es läßt 

sich auch schreiben 


B’ = Bi ist die Kerrkonstante im abs. Maß. Im Falle der 
Ermittlung der Feldverteilung besteht somit die Aufgabe 
darin, für jede Äquipotentialfläche die Phasendifferenz zu 
bestimmen. 

Diese Phasendifferenz von elliptisch polarisiertem Licht 
wird durch Kompensatoren bestimmt; diese sind im allgemeinen 
Kristallplatten, die durch geeignete Anordnung dieselbe, aber 
entgegengesetzte Doppelbrechung aufweisen als das zu unter 
suchende Medium. Dadurch wird zwischen gekreuzten Nicols, 
also bei der sogenannten „Dunkelstellung‘, durch Superposition 
wieder Dunkelheit erzielt. 

Der gebräuchlichste Kompensator ist der Babinetsche, 
der optisch wie ein Quarzkeil wirkt. Die Empfindlichkeit 
hängt von dem Abstand der Interferenzstreifen, also vom 
Keilwinkel ab. Unendlichen Abstand der Interferenzstreifen 


und damit größere Empfindlichkeit als der gewöhnliche Kom- | 
pensator hat der Babinet-Soleilsche. Bei ihm ist noel 
eine weitere Empfindlichkeitssteigerung zu erzielen durch Ver-| 
wendung des Halbschattenprinzips. Infolge der physikalischen 
und physiologischen Kontrastwirkung ist die Halbschatten- 
methode wesentlich empfindlicher als die gewöhnliche Dunkel 
einstellung. 

Die elektrische Doppelbrechung ist größenordnungsgemäl 
vielfach kleiner als die natürliche von Kristallen. Auch der 
empfindlichere Babinet-Soleilsche Kompensator erwies sich, 
da nur gut isolierende Flüssigkeiten untersucht werden sollte 
und deshalb Nitrobenzol wegen seiner verhältnismäßig hohe 
Leitfähigkeit ausschied, als viel zu unempfindlich. Eine 
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der sog. Rayleighsche (30) dar. Durch mechanische Defor- 
wation von Glas kann man Doppelbrechung erzeugen, die in 
der Größenordnung normaler elektrischer entspricht. Biegt 
man einen Glasstreifen in seiner Ebene, so wird er zwischen 
gekreuzten Nicols, mit seiner Längsachse diagonal zu deren 
Polarisationsrichtungen, längs der neutralen Faser dunkel 
bleiben, in der Zug- und Druckgurtung jedoch Aufhellung 
entsprechend einem positiven bzw. negativen einachsigen 
Kristall zeigen (wenn die Längsachse mit der optischen Achse 
verglichen wird), da infolge der Deformation Anisotropie 
hervorgerufen wird. Bei stark bleihaltigem Glas tritt in der 
Zuggurtung negative Doppelbrechung auf. 

Dieser Rayleighsche Kompensator ist somit ein Babinet- 
scher mit außerordentlich hoher Empfindlichkeit; beide ent- 
sprechen in ihrer optischen Wirkung einem Quarzkeil. Die 
Feldverteilung zwischen Plattenelektroden erhält man bei diesen 
Kompensatoren über den ganzen Raum unmittelbar, wenn man 
sie so verwendet, daß die Keilkante senkrecht zu den Platten- 
elektroden, also auch zu den Äquipotentialflächen steht. Da- 
durch erfolgt die Verschiebung des Interferenzstreifens ent- 
sprechend der in jeder Äquipotentialfläche herrschenden Feld- 
stärke: Der verschobene Interferenzstreifen zeichnet die ganze 
Feldverteilung zwischen den Elektroden sofort auf. Ordnet 
man also den Rayleighschen Kompensator so an, daß die 
neutrale Faser parallel zu den Feldlinien verläuft, so kann man 
dabei die Feldverteilung über den ganzen Feldraum aus der 
Verschiebung der neutralen Faser entnehmen. Abgesehen von 
der erhöhten Empfindlichkeit besitzt er gegenüber dem nor- 
malen Babinet noch den Vorteil veränderlichen Meßbereiches 
durch verschieden starke Biegung. Die Methode des defor- 
mierten Glasstreifens wurde von P. Zeemann (89) zur Messung 
der Dispersion des elektrooptischen Kerreffektes verwendet; 
vor ihnen stellte G. Quincke (28, 29) seine Untersuchungen 
über den Kerreffekt zum Teil mit einem solehen Kompensator an. 


3. Die optische Anordnung 


Die Anordnung zur Beobachtung der .elektrooptischen 
Doppelbreehung zeigt in schematischer Darstellung Fig. 1. 
Die Lichtquelle L ist eine Quarzquecksilberdampflampe von 
W.C. Heraeus. Diese beleuchtet unmittelbar eine Loch- 
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5. Folge. 9. 
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blende Bl von 1 mm Durchmesser, die sich im Brennpunkt der 
Kollimatorlinse K befindet. Das Strahlenbiindel durchsetzt nun 
parallel die Filter F. Diese bestehen aus einer Didymglas- 


Optische Anordnung Fe," 


= 
| 


Fig. 1 


scheibe, einer Kupfersulfat- und einer Pikrinsäurelösung; diese 
Zusammensetzung läßt nach A. Köhler (16) für die Quarz- 


Der Rayleighsche 
Kompensator 


quecksilberdampflampe die grüne 
Hg-Linie 5461 A hindurchtreten. 
Durch die Linse L, wird das Strahlen- 
bündel im Polarisatornikol P, einem 
Glan-Thomsonschen Prisma, kon- 
zentriert und dann durch L, wieder 
parallel gerichtet. Das Untersuchungs- 
gefäß U mit der Elektrodenanordnung 
wird somit von einem parallelen 
Strahlenbündel durchsetzt. Die in 
jenem auftretende Doppelbrechung 
wird in einer Entfernung von etwa 
einem halben Meter mit dem Fern- 
rohr 0,0, beobachtet, nach dessen 
Okularlinse der Analysatornikol A, 
ebenfalls ein Glan-Thomsonsches 
Prisma, eingeschaltet ist. In der 
Bildfeldebene des Fernrohrs, die 
unmittelbar vor der Kollektivlinse 
des Okulars — es ist nämlich ein 
Ramsdensches — sich befindet, ist 
auch der Glasstreifen des Rayleigh- 
schen Kompensators Kp angeordnet. 
Fig.2 zeigt denselben. Der Glasstreifen 
ist an den Punktena und b gelagert, 
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bei c greift die Feder an, die mittels der Schraube d gespannt 
werden kann. Zu diesem Kompensator können nur ganz sorgfältig 
gekühlte und spannungsfreie Glasstreifen verwendet werden; 
Sehott u. Gen. haben in dankenswerter Weise geschliffene 
Glasplatten verschiedener Schmelzen hierfür bereitwilligst zur 
Verfügung gestellt. Im Tubus e sitzt das Okular. In der 
Führung f läßt sich der Balg der Objektivlinse befestigen. 
Der mechanische Teil des Kompensators wurde in der Werk- 
stätte des Laboratoriums angefertigt. Die Linsen L,, O, und O, 
müssen äußerst sorgfältig gekühlt und völlig spannungsfrei 
gefaßt sein, da sie vom polarisierten Licht durchsetzt werden. 

Für die photographischen Aufnahmen der Feldkurven sind 
mögliehst lichtstarke Bilder anzustreben, damit die Belich- 
tungszeiten klein werden und so die Zeitabhängigkeit der 
Vorgänge erfaßbar ist. Deshalb wird das Bild unmittelbar 
hinter dem Analysator, aus praktischen Gründen unter Zwischen- 
schalten eines photographischen Objektives, möglichst klein 
aufgenommen. Außerdem werden die Aufnahmen ohne Filter 
gemacht, da sich die Dispersion bei den kleinen beobachteten 
Phasendifferenzen in keiner Weise störend bemerkbar machen. 
So konnten mit dem höchstempfindlichen orthochromatischen 
Platten- und Filmmaterial (23° Scheiner) die Belichtungszeiten 


bis auf 1 Sek. gebracht werden. an 


4. Die elektrische AnordnunG 


Zur Erzeugung der Gleichspannung wird eine Einwellen- 
schaltung benutzt, bei der hochgespannte Gleichspannung nach 
der Schaltung von 


A.W. Hull(6 u. 12) 4 § 4 
von Spannungsschwan- N == 
kungen befreit wird. Ir si 
Die Schaltung zeigt | 
Fig. 3.  Primärseitig 
werden mit zwei par- ir ge 
allel geschalteten klei- 
nen Telefunkenmaschi- Gleichrichterschaltung 


nen (3 Amp., 270 Volt, Fig. 3 

534 ~), die starr mit 

einem Gleichstrommotor gekuppelt sind, zwei in Reihe ge- 
schaltete Spannungswandler (AEG, 50 =, 110/25000 Volt, 
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Nenn- und Grenzleistung 125/300 W.) gespeist. Die kapazitive 
Belastung, die diese, schon im Leerlauf, bei der Frequenz 
500 Hertz, besonders infolge ihrer zu hohen Windungszahl, 
darstellen, wird durch einen parallelgeschalteten Nieder- 
spannungstrafo (104/240 Volt, 50 ~), dessen beide Wicklungen 
in Reihe liegen, kompensiert. Um die symmetrische Spannungs- 
verteilung nicht zu stören, werden 2 Ventile (Siemens-Reiniger- 
Veifa G1 u. V 9500) verwendet. Die Heizung erfolgt über 
zwei nach eigener Berechnung und Konstruktion in der Werk- 
stätte des Laboratoriums gebaute Isoliertransformatoren (50 =, 
110/220/5 Volt, 2,1/1,1/15 Amp., 30 kV). 

Für die Glättungskondensatoren stehen C = C, + C, = 
7100 em = 7,9 10-* Farad zur Verfügung; L ist 2-125 Henry. 
Eine Optimumsbetrachtung ergibt C,,, = 3375 em. Es kann 


wird. Da der Strom sicher unter 10-* Amp. bleibt, so muß 
die Spannungsschwankung kleiner als 1 v. H. sein. Die Konden- 
satoren sind Meirowski-Papier- und Cellonkondensatoren. 
Um im Falle des Durchschlags eines Kondensators die Ventile 
nicht zu überlasten, sind zwei Flüssigkeitswiderstände R, 
nach A. Gyemant (8) von je 10° 2 dazwischengeschaltet. 
Beim Durchschlag im Untersuchungsgefäß begrenzen zwei mit 
Wasser gefüllte Bambusrohre R, mit je 10° 2 den Entlade- 
strom der Kondensatoren. 

Ferner stehen zur Gleichstromerzeugung eine Voltana- 
Hochleistungsinfluenzmaschine von Wehrsen für 800 ~ Amp. 
zur Verfügung. 

Die Wechselstromversuche werden mit 50 Hertz über 
einen Transformator von Koch u. Sterzel (220/330/120000 Volt 
7,5 kVA) gemacht. Die stroboskopische Scheibe, die hierbei 
verwendet wird, sitzt auf der Welle eines kleinen Einanker- 
umformers, der als Synchronmotor von demselben Generator 
wie der Hochspannungstransformator gespeist wird. Zur Ein- 
stellung der richtigen Phasenlage ist der Umformer um seine 
Achse kippbar angeordnet. Die Generatorspannung wird für 
den Umformer konstant gehalten, die dem Hochspannungstrafo 
zugeführte über einen Zwischentransformator mit 11 An- 
zapfungen geregelt. Im Hochspannungskreis begrenzen für 
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den Fall des Durchschlages zwei Wasserwiderstiinde mit je 
10° 2 den Strom. 

Zur Messung der Hochspannung wurde nach dem Prinzip 
der Kirchhofschen Spannungswaage in Anlehnung an die 
Elektrometer von A. Klemm (15), G. Loeber (22) und A.Ni- 
kuradse (26) ein Hochspannungselektrometer gebaut. Die 
Eiehung erfolgt mittels Wechselstrom durch primärseitige 
Messung der Spannung unter Zugrundelegung des Über- 
setzungsverhältnisses. 


5. Die Untersuchungsgefäße “ 


Neben der Durchbildung einer brauchbaren optischen 
Methode zur Beobachtung der elektrischen Doppelbrechung 
bietet die Konstruktion eines einwandfreien Untersuchungs- 
gefäßes die Hauptschwierigkeit. Drei Gesichtspunkte sind für 
die Gestaltung maßgebend: 

1. Das Gefäß samt Elektroden muß leicht zu reinigen 
sein und darf von den zu untersuchenden organischen Flüssig- 
keiten nicht angegriffen werden. 

2. Das Gefäß muß von zwei parallelen, optisch einwand- 
freien, ganz besonders sorgfältig gekühlten Glasplatten ab- 
geschlossen sein, die keinerlei innere Spannungen aufweisen. 

3. Bei den Zuleitungen zu den Elektroden müssen mit 
Rücksicht auf die zu untersuchenden Flüssigkeiten Glimmen 
und Gleitentladungen vermieden werden. 

Außerdem ist es erwünscht, daß der Elektrodenabstand 
veränderlich ist. Da ferner die in Frage kommenden orga- 
nischen Flüssigkeiten in reiner Herstellung verhältnismäßig 
teuer kommen, so ist ohne Aufwendung ganz erheblicher Geld- 
mittel ein ideales Gefäß, das allen diesen Forderungen genügt, 
unmöglich. Man muß jeweils auf die eine oder andere Forderung 
verzichten. Die Untersuchungen wurden mit folgenden drei 
Gefäßen durchgeführt: 

1. Großes Gefäß (Fig. 4). Die Einführung der Hoch- 
spannung erfolgt mittels zweier Durchführungen aus säure- 
festem Stahl, die mit Bleiglätte-Glycerinkitt in die Ansätze 
des Glasgefäßes eingekittet sind. Die Elektrodenbolzen, die 
in Stopfbüchsen geführt sind, ermöglichen durch ein Gewinde 
die meßbare Veränderung des Elektrodenabstandes. Die Elek- 
troden sind aus Kupfer und haben einen Durchmesser von 
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Großes Gefäß 
Fig. 4 


Kleines Gefäß 
Fig. 5 


Gefäß von R. Hofmann 
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100mm. Für das Strahlenbündel ‘sind auf zwei Ansätzen 
spannungsfreie Glasplatten von 80mm Durchmesser und 
83mm Dicke aufgeschliffen. Mit einem Fiberring werden 
sie aufgepreBt, als Dichtung ist ein Olseidering verwendet, bei 
dem infolge des breiten Auflageflansches nur die Schnittfläche 
mit der zu untersuchenden Flüssigkeit in Berührung kommt; 
dieser Abschluß hat sich bei Toluol gut bewährt. Nach oben 
ist das Gefäß durch eine aufgeschliffene Glasplatte abgeschlossen. 
Inhalt des Gefäßes etwa 3 Liter. Infolge seiner Größe und 
der dazu erforderlichen Menge an Flüssigkeit genügt dieses 
Gefäß nieht unbedingt Forderung 1, jedoch nach den übrigen 
Gesichtspunkten ist es einwandfrei. 

2. Kleines Gefäß (Fig.5). Es ist eine zufällig ganz 
spannungsfreie Küvette mit den Maßen 54-68-101 mm. Um 
Diehtungen zu vermeiden, sind die Zuleitungen zu den Elek- 
troden V-förmig durch den Abschlußdeckel aus Pertinax in 
Glasrohre hindurchgeführt. Die Elektroden sind messingver- 
goldet und haben die Maße 40-45-3 mm. Es wurden zwei 
Elektrodenanordnungen für 7 mm sowie 1 und 2 mm Abstand 
verwendet. 

8. Gefäß, das R. Hofmann zu seiner Arbeit „Strömungs- 
erscheinungen an dielektrischen Flüssigkeiten bei geringen elek- 
trischen Feldstärken‘ benützt (Fig. 6). Es ist eine optisch 
einwandfreie Küvette von den Maßen 49,5:59-79 mm mit 
Durchführungen, die mit Konus und Ölseide gedichtet sind. 
Der Elektrodenbolzen ist wieder in einer Stopfbüchse geführt 
und mit Gewinde verschiebbar. Die Elektroden haben 29 mm 
Durchmesser und sind samt den Zuführungen aus Messing. 


Bei der Stromleitung in isolierenden Flüssigkeiten machen 
sich geringste Mengen von Verunreinigungen, wie sie auch 
noch in chemisch reinen Substanzen enthalten sind, störend 
bemerkbar. Zur Erzielung eines gewissen Grades physikalischer 
Reinheit muß daher die zu untersuchende Flüssigkeit vorher 
gereinigt werden. Es gibt 3 Reinigungsmethoden: Filtration, 
Trocknung und Destillation. Wiederholte Destillation ist die 
beste Methode physikalisch reine Flüssigkeiten zu erreichen, 
die anderen beiden beseitigen nur jeweils eine besondere Art 
von Verunreinigung. Da jedoch bei den 3 Untersuchungs- 
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gefäßen ein Überdestillieren unter Luftabschluß unmöglich bzw. 
zwecklos war, so wurde von vornherein auf Destillation ver- 
zichtet. Um nun weitgehendste Befreiung von festen Bei- 
mengungen (Filtration) mit Trocknung zu verbinden, wurde 
Ultrafiltration im Vakuum angewandt. 

Ultrafeinfilter sind im allgemeinen flächenhaft ausgebreitete 
Hydrogele von Ester der Zellulose, die infolge ihrer geringen 
Porengröße rein mechanisch noch die kolloiddisperse Phase 
zurückhalten, daneben aber auch wegen ihres eigenen kolloiden 
Charakters durch Adsorption wirken. Da aber hier Hydrosole 
als Ausgangsstoffe nicht in Frage kommen, wurden Versuche 
mit Bechholdschem Ultrafilter für niehtwäßrige Lösungen 
gemacht, die auch für Chlorbenzol ihre Brauchbarkeit ergaben. 
Als Filterträger werden Schottsche, Glasfilternutschen ver- 
wendet, als Zellstofflösung 4 prozentiges Ätherkollodium. Ko- 
aguliert wird mit der zu filtrierenden Flüssigkeit, hier also 
mit Toluol und Chlorbenzol. Auch bei der Filtration in das 
Vakuum erfolgt dieselbe äußerst langsam; die Flüssigkeit 
filtriert nur tropfenweise und wird dabei sehr kräftig ent- 
feuchtet. Als Trockenmittel kommt Phosphorpentoxyd zur 
Verwendung. 

Die Ultrafiltration erzielt bei allen Proben aus den von 
Kahlbaum bezogenen Flaschen dieselbe Veränderung der 
Feldverteilungskurve; diese Reinigung ist also in bezug auf 
die Feldverteilung reproduzierbar. 

Die Küvetten und Elektrodenanordnungen, soweit sie nicht 
angegriffen wurden, wurden mit Säure und Lauge gereinigt, 
hierauf in destilliertem Wasser, Alkohol und Äther gespült. 
Die letzten Spuren von Verunreinigung wurde durch öfteres 
Spülen mit reinen Proben der zu untersuchenden Flüssigkeit 
beseitigt. 

7. Fehlerquellen 


Mit dem elektrischen Feld sind gleichzeitig mechanische 
Spannungen (Maxwellscher Längszug und Querdruck) ver- 
bunden, die eine optische Inhomogenität des Materials ver- 
ursachen; sie kommt in der Erscheinung der Doppelbrechung 
zum Ausdruck. Es überlagert sich also im allgemeinen dem 
direkten Einfluß des Feldes ein indirekter Effekt infolge der 
ungleichmäßigen mechanischen Beanspruchung, die auch ein 
homogenes elektrisches Feld hervorruft. In Flüssigkeiten kann 
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jedoch nur allseitig gleichmäßige mechanische Beanspruchung 
auftreten, welche lediglich eine Änderung im Absolutwert des 
Brechungsindex zur Folge hat, aber keine Doppelbrechung. 
Der direkte Feldeffekt ist also rein zu beobachten. 


Eine andere Nebenerscheinung des elektrischen Feldes ist F 


die Erwärmung infolge der erzeugten Jouleschen Wärme. 7% Ri 
Nimmt man ungünstigen Falles einen spez. Widerstand von en 
10° Q cm an, der bei den Versuchen ganz bestimmt nicht wur 


unterschritten wurde, so erhält man Temperatureinflüsse die 
sich erst nach längerer Zeit bemerkbar machen. Dieser Tem- 
peratureffekt ruft auch bei starker Feldverzerrung in Flüssig- 
keiten keine Doppelbrechung hervor, da die einzelnen Flüssig- 
keitsteilchen hierbei homogen bleiben, sondern beeinflußt nur 
die Kerrkonstante selbst, so daß durch eine tatsächlich auf- 
tretende Erwärmung der erhaltene Kurvenverlauf des elek- 1. 
trischen Feldes nicht geändert wird, sondern nur scheinbar die 
Absolutwerte der Feldstärken. Aber auch bei so hoher Leit- 
fähigkeit wird dieser ungünstige Fall tatsächlich nicht er- 
reicht, da gerade bei hoher Leitfähigkeit eine starke Strömung 
der Flüssigkeit auftritt. Es wird somit nicht nur die Menge 
im Flüssigkeitskondensator erwärmt, sondern die Wärme auf 
die gesamte Menge des Untersuchungsgefäßes übertragen. Mit 
diesen Überlegungen im Einklang stehen auch die Versuche, 
die bei Wechselstrom nach einem Stromdurchgang von 30 Min. 
völlig übereinstimmende Kurven ergeben. 
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Auch die Strömung ruft keine Doppelbrechung hervor 
vgl. die Untersuchungen von W. C. Röntgen (31) und 
G. Quincke (29)]; nur bei sehr zähen Flüssigkeiten (Kanada- 
balsam) und dispersen Systemen mit anisodiametrischen Teilchen 
tritt optische Anisotropie infolge von Strömung auf. 

Eine weitere Störungsmöglichkeit, die allgemein bei der 
Beobachtung des Kerreffektes in Flüssigkeiten zu bedenken ist, 
ist der Einfluß der Reinheit auf die Kerrkonstante, wie ihn 
F. Hehlgans (9) beobachtet. Da mit dem Stromdurchgang 
eine „elektrische Reinigung“ |H. Hertz (10) und E. War- 
burg (37)] in Flüssigkeiten verbunden ist, so würde hierdurch 
auch eine Änderung im Kerreffekt auftreten. Dem wider- 
sprechen aber die Untersuchungen von W. Schmidt (34) und 
R. Leiser (20) sowie die Ergebnisse für Mischungen von 
W. Schmidt (84) und A. Lippmann (21); auch theoretische 
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Erwägungen sprechen nicht dafür. Bei der Diskussion der 
Ergebnisse wird diese Frage nochmals angeschnitten. Es sei 
hier lediglich festgestellt, daß eine Veränderung der Kerr- 
konstante infolge des Stromdurchganges bei Chlorbenzol und 
Toluol nicht in Frage kommt. 


Endlich kommen noch als Störungsquellen allgemeiner 
Natur Dispersion und Dichroismus in Frage. Die Dispersion, 
d.i. die Änderung der Kerrkonstante mit der Wellenlänge, 
hat zur Folge, daß jeweils nur für eine Wellenlänge Kompen- 
sation erreicht werden kann, und deshalb bei monochroma- 
tischem Licht beobachtet werden muß. Die Beobachtung 
konnte jedoch mit weißem Licht durchgeführt werden, da die 
gemessenen Phasendifferenzen so gering sind, daß durch Inter- 
ferenzfarben keine Störungen auftreten. Dichroismus tritt bei 
verschiedener Absorption der senkrecht und parallel zum Feld 
polarisierten Strahlen auf und äußert sich in einer Drehung 
der Polarisationsebene bzw. der Achsen des elliptischen polari- 
sierten Lichtes. Er erfordert ein Nachdrehen des Analysator- 
nikols zur Erzielung der Dunkelheit. Die auftretenden Drehungen 
sind jedoch so gering, daß mit Rücksicht auf die cos-Ab- 
hängigkeit der hiermit verbundenen Änderung des Feldeffektes 
(4° Drehung bedeutet erst einen Fehler von 1 v. H.) von einer 
Berücksichtigung Abstand genommen werden kann. 


Für die hier vorliegenden Versuche kann der Kerreffekt 
auch als trägheitslos betrachtet werden, nach den Versuchen 
von R. Blondlot, H. Abraham und J. Lemoine, J. Jams, 
Th.Des Coudres, E.Baetge, L.Mandelstam, J.W. Beams 
sowie L. v. Hämos, die sich mit der Geschwindigkeit der Aus- 
bildung des Kerreffektes befassen; jedenfalls ist anzunehmen, 
daß der Zeiteffekt nicht größer als 10-8 sec ist. 


Neben diesen Fehlerquellen, die ihren Grund in Neben- 
erscheinungen des Kerreffektes haben, ergeben sich noch 
Störungen, die durch die Apparatur bedingt sind. Hierher 
gehören vor allem die Randstörungen. Die Aquipotential- 
flächen krümmen sich längs der Elektrodenkanten nach außen. 
Bei der absoluten Bestimmung der Kerrkonstante wird des- 
halb mit einer effektiven Länge des Flüssigkeitskondensators 
gerechnet, die größer ist als die wahre Länge und die sich 
analytisch berechnen läßt. Korrektionsformeln stammen von 
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effektive Länge ändert sich jedoch mit dem Abstand von den 
Elektroden, denn die Randfeldlinien verlaufen an diesen enger 
als in der Mitte. Da jedoch Abweichungen vom homogenen 
Feldverlauf erwartet wurden und nur dieser der Berechnung 
zugänglich ist, wurde von einer Korrektur abgesehen. Um einen 
Randdurchschlag zu vermeiden, wurden die Elektrodenkanten 
abgerundet; der hierdurch erzielte Feldausgleich dürfte gleich- 
zeitig den Fehler infolge der Randstörung vermindern. Das 
sicherste Mittel zu dessen Verkleinerung ist, das Verhältnis 
von Länge zu Abstand des Flüssigkeitskondensators möglichst 
groß zu machen, was auch im Interesse eines großen Doppel- 
brechungseffektes liegt; dies wurde jeweils nach Möglichkeit 
angestrebt. 

Reflexion der Lichtstrahlen an den polierten Elektroden- 
flächen, die gerade bei der Beobachtung der Doppelbrechung 
als einer Dunkelfeldmethode leicht zu Störungen Anlaß geben 
kann, wird bei der Bestimmung der Kerrkonstante durch 
Ausblenden vermieden. Hier ist dies nicht angängig. Wenn 
jedoch entsprechende Sorgfalt auf Erzielung eines parallelen 
Strahlenganges des Lichtbiindels und auf die Ausrichtung der 
Elektrodenplatten sowohl unter sich wie auch zur optischen 
Achse verwendet wird, so ist keinerlei Störung zu beobachten. 

Diese Fehlerquellen bewirken, daß die im Fernrohr zu 
beobachtende Kurve nicht dem wahren Feldverlauf im sogen. 
homogenen Teil des Kondensators entspricht, sondern hiervon 
abweicht. Ein bestimmter Grenzwert dieser Abweichung läßt 
sich nieht angeben, er ist lediglich mit Rücksicht darauf, daß 
die Randstörungen den Haupteinfluß ausüben werden, auf 
etwa + 2 v.H. zu schätzen. 


8. MeBgenauigkeit 


Neben dieser Fehlergrenze, die sich auch bei genauester 
Aufnahme der Kurven nicht unterschreiten läßt, ist noch die 
Empfindlichkeit der optischen Methode und die Genauigkeit 
der Auswertung der Kurven für die Beurteilung der MeB- 
genauigkeit, die bei diesen Versuchen erreicht wird, maßgebend. 

Bei dem hier verwendeten Rayleighschen Kompensator 
kann als Grenze der Empfindlichkeit ein Gangunterschied von 
1-10-? Wellenlängen oder etwa 5-10-° cm angenommen werden, 
was einer Phasendifferenz von 22 10-* entspricht. 
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ee Der Meßbereich des Kompensators läßt sich durch mehr 
By. oder minder starke Deformation ändern; hierdurch ist aber 
ane keine Empfindlichkeitssteigerung zu erreichen. Denn bei ent- 
oe sprechend schwacher Deformation — wenn also die Ver- 


schiebungen groß werden — ist auch die neutrale Faser, die 
keine scharfe Linie darstellt, sondern eine Bande, entsprechend 
breit. Für quantitative Messung kommt nur photographische 
Registrierung in Frage und hierbei ist die Breite der neutralen 
Faser bestimmt durch die Stärke der Lichtquelle, die Güte 
der Nieol und die Gradation des verwendeten photographischen 
Materials. Steile Gradationskurve, d.h. hart arbeitendes 
Material, ergibt eine schmale neutrale Faser. 


Bei der Auswertung kommt trotz der photographischen 
Registrierung ein subjektives Moment herein. Die Aufnahmen 
werden vergrößert und in die Vergrößerungen werden nun die 
Kurven an der Stelle der stärksten Schwärzung eingetragen. 
Ausphotometrieren würde die Auswertung, die an und für sich 
langwierig ist, unnötig verlängern. Zudem würden Licht- 
reflexe und Unregelmäßigkeiten im Photomaterial doch eine 
nachträgliche Korrektur erfordern. Jedenfalls ist diese Art 
der Auswertung einfacher und billiger und bei der nötigen 
Übung und Sorgfalt dürfte sie kaum ungenauer sein als objek- 
tives Ausphotometrieren. Die zusammengehörigen Kurven 
werden dann gemeinsam aus Pauspapier übertragen. 


Wie die Versuche ergaben, erwies sich eine Eichung des 
Kompensators als notwendig, wodurch die Fehlergrenze der 
Auswertung verdoppelt wird. Um die Ursache dafür dar- 
zulegen, ist es notwendig auf die akzidentelle Doppelbrechung 
durch mechanische Deformation näher einzugehen. Für diese 
sind die Hauptspannungen maßgebend. Beim Fall der reinen 
Biegung ohne Scherkraft treten nur die durch die Krümmung 


oy bedingten Zug- und Druckkräfte auf, jedoch keine Schub- 
pee j spannungen in der Längsrichtung. Das Biegungsmoment ist 
PER konstant, die Scherkraft Null und die elastische Linie daher ein 


Kreisbogen. Die Spannungstrajektorien verlaufen parallel zur 
neutralen Faser. Bei Betrachtung im polarisierten Licht in der 
Diagonalstellung verlaufen die Linien gleicher Aufhellung 
parallel zur neutralen Faser [|W. König (17)|. Reine Biegung 
tritt auf bei symmetrischem Angriff der Last an einem Balken, 
der auf zwei Auflagern ruht. Bei der allgemeinen Biegung 
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überlagert sich dieser Beanspruchung infolge der Scherkraft 
eine Schubspannung in der Achsenrichtung. In der neutralen 
Faser ist, da hier die reinen Biegungsspannungen Null werden, 
der Fall der reinen Schubbeanspruchung gegeben, die Spannungs- 
trajektorien verlaufen unter 45°; am Rande, wo nach de Saint- 
Venant die durch die Scherkraft bedingte Schubspannung zu 
Null wird, verlaufen sie parallel zu den Kanten. 


Die Versuche ergaben nun, daß bei dem am Kompensator- 
streifen angewandten zentralen Lastangriff (3 Kraftangriffs- 
punkte) infolge der unsymmetrischen Auflagerreaktionen eine 
Verzerrung der Isochromaten vom theoretischen Verlauf auf- 
tritt; sie kommt im mechanischen Spannungsbild durch fünf 
singuläre Punkte zum Ausdruck [vgl. E. Asch (1)]. 


Aus diesem Grunde war eine Eichung des Kompensators 
notwendig. Sie erfolgte durch einen homogen gedehnten Glas- 
streifen, von dem in Diagonalstellung Aufnahmen gemacht 
wurden. Dadurch erhielt man ein System von Isochromaten, 
d.h. Linien gleichstarker Doppelbrechung, die dann jeweils in 
die anderen Kurvenscharen als Koordinatennetz übertragen 
wurden. Hierdurch sinkt aber die Genauigkeit der Auswertung 
auf die Hälfte. Dieser Nachteil läßt sich bei Verwendung des 
Falles der reinen, scherungsfreien Biegung für den Kompen- 
satorstreifen vermeiden. 


Eine Beurteilung der erreichten Gesamtgenauigkeit er- 
möglicht die Bestimmung der Abweichung der einzelnen Inte- 


gralwerte U, = f GE, dx, die sich bei der Planimetrierung der 


bei gleicher Spannung aufgenommenen Feldkurven ergeben. 
Man erhält so für die Kurven starker Feldverzerrung im Mittel 
1—2 v. H., maximal 8,8v.H., während bei geringer Feld- 
verzerrung der Mittelwert etwa 1 v. H., der maximale 2,2 v. H. 
beträgt. Die Werte geben die Differenzen zwischen größtem 
und kleinstem Wert an. 


Bei Berücksichtigung aller dieser für die Genauigkeit aus- 
schlaggebenden Punkte dürfte sich die Gesamtgenauigkeit der 
Doppelbrechungskurven auf +6v.H., die der Feldkurven 
infolge des quadratischen Zusammenhanges daher auf +3 v. H. 
ergeben. Hierbei ist zu bedenken, daß der Kurvenverlauf, 
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7 


d.h. die stete Aufeinanderfolge der einzelnen Kurvenpunkte 
naturgemäß eine größere Genauigkeit in sich birgt als die 
absoluten Werte der einzelnen Punkte. 


9. Allgemeines über die Ergebnisse 


Die Feldkurven, die sich bei den Untersuchungen ergeben, 
sind einwandfrei und beliebig reproduzierbar, d. h. man bekommt 
i apn von den jungfräulichen Vorgängen nach jedem Um- 
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Kurve 15: ¢= 1 Sek; Kurve 21: ¢ = 1 Sek.; 
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U,= 21 kV a= 7mm U, = 20,8 kV a= 7mm 
_ Verschiebung der neutralen Faser bei Gleichspannung in feuchtem 
Chlorbenzol in Abhängigkeit von der Zeit 
Fig. 7 


polen beliebig oft dieselben Erscheinungen. Die Abhängig- 
keiten, die festgestellt werden, können jederzeit durch ent- 
sprechende Änderung der sie verursachenden Faktoren erhalten 
werden. Als Beispiel der Reproduzierbarkeit der Kurven seien 
2 Kurvenscharen (Figg. 7 und 8) gezeigt, die unmittelbar nach- 
einander mit derselben Probe aufgenommen wurden und die 
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die Änderung der Kurven mit der Zeitdauer des Stromdurch- 
ganges zeigen. Sie stellen die beobachtete Verschiebung der 
neutralen Faser in willkürlichem Maßstab dar, wie sie durch 
die Aufnahmen erhalten werden; sie müßten also erst entzerrt 
und dann entsprechend der Beziehung A = k E? aufgetragen 
werden, um den Feldverlauf wiederzugeben. 

Die Aufnahmen wurden bei Gleichspannung gewöhnlich 
5 Sek. belichtet. Die Zeitangaben beziehen sich jeweils auf 
den Beginn der Belichtung vom Zeitpunkt des Anlegens der 
Spannung an. Bei Wechselspannung wurde intermittierend, 
immer in demselben Augenblick der Periode, 300 Sek. lang 
belichtet; eine Zeitabhängigkeit kann deshalb hierbei nicht 
festgestellt werden, doch, wie sich ergeben wird, ist eine solche 
auch nicht wahrscheinlich. 

Wenn bei sehr lang an der Luft gestandenen Proben Fasern 
und Brückenbildung auftreten — diese können hierbei sehr 
schön beobachtet werden, da es sich um eine Dunkelfeldmethode 
handelt, die Fasern also leuchten — so beeinflußt das die Kurve 
nicht. Sie stellen ja den Integralwert über die ganze Elektroden- 
breite dar. Nur bei besonders starker Fasernbildung konnte 
manchmal an der Kathode eine lokale Herabsetzung der Feld- 
stärke beobachtet werden; Figg. 9 und 10 zeigen Beispiele davon. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob bei im allgemeinen homo- 
genen Feld eine sehr dünne Schicht erhöhter Feldstärke an 
den Elektroden sichtbar ist. Steigt die Feldstärke unmittelbar 
vor einer Elektrode sehr stark an, so schiebt sich infolge der 
rasch zunehmenden Lichtstärke ein heller Streifen zwischen 
Elektrode und dem nächsten Punkt a normaler Feldstärke 
(vgl. Fig. 10). Wenn auch die schwarze Bande der neutralen 
Faser selbst nicht zu sehen ist, müßte wenigstens der helle 
Streifen als scharfe Linie an der Elektrode sichtbar sein, sofern 
der Streifen nicht kleiner als etwa 14/;9 mm ist. Aber auch 
bei absoluter Eichung des Kompensators würde dann in diesem 


Falle eine Kontrolle mittels der Beziehung U, = f C, daz 


0 
nicht möglich sein, da diese eine Genauigkeit von weniger 
als 1 v. H. verlangt, die einzelnen Faktoren also mit ent- 
sprechend höherer Genauigkeit bestimmt werden müßten. 
Bei den Aufnahmen erscheint es so als würde die neutrale 
Faser in die Elektroden ee es ist keine Andeutung 
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einer Kl Zwischenschicht vorhanden — sorgfältiges Aus- 
richten der Elektroden im Strahlengang vorausgesetzt —, so 


daß die Wahrscheinlichkeit einer nicht beobachteten, aber 
vorhandenen Schicht erhöhter Feldstärke an den Elektroden 
sehr gering ist, sofern sie nicht ganz außerordentlich dünn ist. 
Die leichte Krümmung der Elektroden in den Bildern kommt 


An 


U,=15kV; a=T7mm 


t = 2 Sek. 
Aufnahme bei Gleichspannung in feuchtem Chlorbenzol 
(fünffache Vergrößerung der Aufnahmen) 


Fig. 9 Fig. 10 


Nähe der Linse gemacht. Die Temperatur ist für sämtliche 
Untersuchungen die normale Zimmertemperatur. 


10. Ergebnisse bei Chlorbenzol 


Zur Verwendung kam Chlorbenzol chemisch rein von 
Kahlbaum. Es wurde vor der Untersuchung auf die früher 


beschriebene Weise ultrafiltriert. Die Versuche wurden mit 


Gefäß 2 und der Elektrodenanordnung a = 7 mm gemacht. 
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nach angegebener Weise gereinigt ist, zeigt Fig. 11. Anfangs, 
d.h. die ersten Sekunden nach dem Einschalten, ist an der 
Kathode ein Feldanstieg vorhanden, der bei dem erreichten 
Reinheitsgrad etwa 10—20 v. H. beträgt. Er sinkt dann im 
Verlauf einiger Minuten ab, so daß nach etwa 10 Min. praktisch 
ein homogenes Feld besteht. Nach ungefähr einer halben 
Stunde ist die Feldstärke vollkommen konstant über den 
ganzen Elektrodenraum. Polt man nun um, so spielt sich 
derselbe Vorgang von neuem ab. Schaltet man jedoch in der 
gleichen Richtung die Spannung an, so kommt es auf die 
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Feldverteilung bei Gleichspan- Feldverteilung bei Gleichspan- RR, 
nung in ultrafiltriertem Chlor- nung in noch nicht verwendeten, an Aug: 
benzol in Abhängigkeit ultrafiltriertem Chlorbenzol n = 
von der Zeit 0 Abhängigkeit von der Zeit = = 
Fig. 11 Fig. 12 Te 


Dauer des spannungslosen Zustandes an: je länger derselbe 
besteht, desto stärker ist die anfangs wieder auftretende Feld- 
erhöhung vor der Kathode. Nach längerer Zeit ist ein Einfluß 
des vorherigen Stromdurchganges nicht mehr zu bemerken. 
Wird erstmalig Spannung an noch nicht verwendetes 
ultrafiltriertes Chlorbenzol gelegt, so zeigt sich zunächst an 
Kathode und Anode ein Feldanstieg; gleichzeitig sind meist 
Schlieren zu beobachten. Der Feldanstieg an der Anode sinkt 
dann rasch, der an der Kathode in normaler Weise ab, wie es 
Fig. 12 andeutet. Polt man um, so ergibt sich der oben ge- 
schilderte Verlauf. Erfolgt dieses Umpolen rasch — da kein 
Hochspannungsschalter zur Verfügung stand, mußten die 


_ Annalen der Physik. 5. Folge. 9. 
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89: ¢ = 10 Min. 

U, = 16,5 kV; a 7mm 
Feldverteilung bei Gleichspan- 
nung in feuchtem Chlorbenzol 
(3 Wochen gestanden) in Ab- 

hängigkeit von der Zeit 


Fig. 13 


sich unmittelbar nach dem 


J. Dantscher 


Zuleitungen vertauscht werden, was etwa 1, Min. benötigte — 
so ist in den ersten Augenblicken an der Anode der Feldanstieg 
bemerkbar (Fig. 14), der rasch absinkt und gleichzeitig sich 
nun vor der Kathode aufbaut. Dieser Vorgang spielt sich 
innerhalb etwa !/, Sek. ab, so daß er leider nicht photographisch 


erfaßbar ist. Außerdem er- 
schwert auch der Umstand 
die Beobachtung, daß das Zu- 
und Abschalten der Spannung 
primärseitig erfolgt; dadurch 
wird die Spannung an der 
Probe nicht plötzlich angelegt, 
sondern sie steigt mit der 
Aufladung der Kondensatoren 
zum Normalwert an. 


Steht die Flüssigkeit län- 
gere Zeit im Untersuchungs- 
gefäß, war sie also über Wochen 
mit der Luft in Berührung, so 
ergibt sich eine Feldverteilung 
nach Fig. 13. Die Felderhöh- 
ung vor der Kathode beträgt 
4—5 Sek. nach Anlegen der 
Spannung etwa 100 v. H., 
während die Anodenfeldstärke 
nur 40—50v.H. der mittleren 
erreicht. Nach etwa 10 Min. 
ist der Unterschied der Feld- 
stärken vor Anode und Ka- 
thode noch 20—25 v. H. und 
erst nach stundenlangem 
Stromdurehgang herrscht ho- 
mogenes Feld. Nach dem 
Umpolen wiederholt sich der 
Vorgang. Auch hier zeigt 


Anlegen bei raschem Umpolen 
eine andere Feldverteilung, Fig. 15 gibt sie wieder. Im 
Elektrodenraum herrscht die höchste Feldstärke, an den 
Elektroden sinkt sie ab. Nach ungefähr !/, Sek. hat sich bereits 
wieder der enorme Feldanstieg vor der Kathode ausgebildet, 
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der natürlich noch größer ist, als ihn die erste Aufnahme wieder- 
gibt. Nach noch längerem Stehen, etwa nach 1—2 Monaten, 
ist der Feldanstieg noch erheblich größer als der in Fig. 18 
gezeigte. 

Dasselbe Verhalten wie gestandenes Chlorbenzol zeigt 
ultrafiltriertes, das einige Stunden einer mit Wasserdampf 
gesättigten Atmosphäre ausgesetzt wird; auch das Chlorbenzol 
unmittelbar aus der Flasche verhält sich ebenso. Andererseits, 
wenn eine feucht gewordene Probe wieder ultrafiltriert oder 
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Doppelbrechung unmittelbar 
nach Anlegen der Gleichspan- 
: nung in ultrafiltriertem 


Doppelbrechung unmittelb 
nach Anlegen der Gleich- 
spannung in feuchtem 


Chlorbenzol Chlorbenzol 
Fig. 14 RT Fig. 15 


sogar nur mindestens einen Tag lang in einem mit Phosphor- 
pentoxyd getrockneten Exsikkator, der an eine Kapselpumpe 
angeschlossen ist, steht, so ergeben sich wieder die geringen 
Feldverzerrungen. 

Das Verhalten wurde bei Gleichspannungen von 8500 
bis 26000 Volt untersucht, was mittleren Feldstärken von 
12-37 kV/em entspricht. Es scheint, daß für mittlere Span- 
nungen von 13000—18000 Volt die Feldverzerrungen im all- 
gemeinen stärker sind als für kleinere und größere Spannungen 
(Figg. 16 und 17). Um hierbei Störungen durch vorherigen 
Stromdurehgang zu vermeiden, wurde folgendermaßen vor- 
gegangen: Bei einer bestimmten Spannung wurde bei Beginn 
und nach 120 Sek. eine Aufnahme gemacht, unmittelbar nach 
der letzten abgeschaltet und umgepolt; hierauf wurde der 
l,4fache Wert der Spannung 80 Sek. angelegt, nach noch- 
maligem Umpolen der 2fache Wert der ersten Spannung 
60 Sek. lang. Dann wurde in umgekehrter Reihenfolge auf die 
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denen bei fallender decken. Chlorbenzol verändert somit 
Bee dem Einfluß eines Feldes im untersuchten Bereich in 


_ keine Weise, es treten keine irreversiblen Feldveränderungen auf. 
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a=7mm; t = 1 Sek. 
Feldverteilung in ultrafiltrier- 
tem Chlorbenzol bei verschie- 
dener Gleichspannung 
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Kurve 95/103: t= 2Sek.: 


„97101: t= 2 Sek.; 02 

pe 99: 2 Sek.; 

” 98/102: t= 80 Sek.; Abstand 

100: ¢ = 60 Sek. Anode Hathode 


U,=85kV; U,=13kV; U,=18kV; a=7mm 
Feldverteilung in feuchtem Chlorbenzol (3 Wochen arg 
bei verschiedener Gleichspannung 


Fig. 17 


Orientierende Versuche wurden in derselben Küvette auch 
bei kleinen Abständen von 1-2 mm gemacht. Bei ultra- 
 filtriertem Chlorbenzol ergibt sich für 1,2—1,9 kV und 1 mm Ab- 
stand an der Kathode eine ungefähr 3—4 v. H. höhere Feld- 
stärke als an der Anode. Ist so verhalten 
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Kathode schätzungsweise zunächst wie 2:3. Der Hauptabfall 
erfolgt hier innerhalb wesentlich kürzerer Zeit als bei größeren 
Abständen; schon nach ungefähr 2 Sek. ist das Verhältnis auf 
5:6 gestiegen. 

Die Versuche wurden zum Teil auch mit Gefäß 3 und 

Messingelektroden durchgeführt; sie lieferten dieselben Er- 
gebnisse. 
- Fir sämtliche Aufnahmen wurde der Gleichriehter benutzt; 
die Beobachtungen erfolgen somit bei symmetrischer Span- 
nungsverteilung. Doch ergab beliebige Erdung keinerlei Ab- 
weichung. 

Das Verhalten von Chlorbenzol bei Wechselspannung 
wurde in Gefäß 2 mit Elektrodenanordnung a = 7 mm beob- 
achtet. Der Spannungsbereich war 6—19 kV, das entspricht 
Feldstärken von 8,5—27 kV, ‚/em, in Maximalwerten 12 bis 
38 k V,,,x/em. Die Aufnahmen erfolgten im Scheitelpunkt der 
Spannung und ergaben bei ultrafiltriertem und feuchtem Chlor- 
benzol ein homogenes Feld. Sowohl nach dem Einschalten als 
auch 30 Min. nachher herrschte konstante Feldstärke über den 
ganzen Elektrodenraum. Die Spannungswelle weist keine 
Deformationen auf, wie sie z. B. Böning (3) für feste Isolier- 
stoffe fordert und nachweist. 


11. Die Stromleitung in Chlorbenzol 


Zusammenfassend lassen sich die Vorgänge in Chlorbenzol 
folgendermaßen darstellen: Legt man an die Elektroden 
Spannung an, so besteht nach Zeiten, die groß zur Laufzeit 
der Ionen sind, ein positives Raumladungsfeld im Elektroden- 
raum, und zwar ist eine konstante Raumladung über den 
ganzen Raum verteilt, vor der Kathode staut sie sich jedoch 
bis zum 26 bzw. 9fachen Wert (Figg. 18 und 19). Die Stauung 
reicht bei 7 mm Elektrodenabstand bis etwa 2,5 mm vor die 
Kathode. Diese Raumladung wird unter dem Einfluß des 
Stromes abgebaut und zwar die konstante langsamer als die 
lokal vor der Kathode angehäufte. Während das Verhältnis der 
letzteren in ultrafiltriertem Chlorbenzol zu der in feuchtem sich 
aus Figg. 18 und 19 zu 1:13 ergibt, verhält sich die gleich- 
mäßig verteilte Raumladung in beiden Fällen wie 1:40. 
Hierbei ist zu bedenken, daß diesen Kurven als Differential- 
kurven nicht die Genauigkeit zukommt wie den Feld- oder 
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» 61: 3Min. 
U,„=262kV; a=7mm 
Positive Raumladung in ultra- 
filtriertem Chlorbenzol der 
Feldverteilung Fig. 11 in Ab- 
hängigkeit von der Zeit 
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Figg. 11 und 18 wurde nicht gezeichnet, da die Abweichungen 
vom normalen Verlauf zu gering sind). Uberraschend ist dieser 
langsame Abbau der Raumladung, wenn man bedenkt, daß 


00 


Raumladun 
RS 


8 


— 

Anode Kathode 
Kurve 87: ¢= 2 Sek.: 

» 88: ¢= 2 Min.; 

„ 89: t= 10 Min. 

U, = 165 kV; a= 7mm 
Positive Raumladung in feuch- 
tem Chlorbenzol der Feldver- 
teilung Fig. 13 in Abhängig- 

BCE keit vor der Zeit 


si 


x 
vi 
; 
an 
a 
1 
re 
= 
06 
9 
4 ar 
| 
| 
| 
— | v 
40 
ul 
Sc 
A 
| 
F 
ic 
D 
di 


Elektrische Feldverteilung in dielektr. Flüssigkeiten usw. 207 


die Ionengeschwindigkeit in Flüssigkeiten bei einer Feldstärke 


zu 
en 
ser 
aß 
sich der Größenordnung nach zu Bet 
10 see Volt 10° cm 
4 = 10 cm/sec 
ergibt. Auch muß sich diese Raumladung gegen die Strömung 
7 behaupten, die in dielektrischen Flüssigkeiten unter dem Ein- 
fluß eines elektrischen Feldes 
auftritt. Diese mechanische © 
Strömung, die schon Fara- 
day beobachtet hat, ist um 08 7 
so heftiger, je stärker die /, 
Feldverzerrung ist, in Rück- 7 
sicht auf deren Abhängigkeit 
sowohl von der Zeit als auch 3% Whe 
2 von der Feuchtigkeit. Dies & 
spricht jedenfalls dafür, daß 02 Y7 1 
der Raumladungsabbau mit | 
= dem elektrischen Strom- m 0 mM 
durchgang zusammenhängt. Anode Kathode 
Die unipolare Leitung, Kurve 87: 2Sek.; 
die durch die Rumadung 88:¢= 2Min; 
und deren allmähliches 
schwinden zum Ausdruck U,= 165kV; o= 7mm 
4 kommt, ist der normalen Potentialverteilung fiir Figg. 13 
v7 Stromleitung überlagert; und 19 in Abhängigkeit von 
“a denn es fließt ja auch noch ie 
ein Strom, nachdem das Fig. 20 
homogene Feld erreicht ist. 
Außerdem dürfte der Strom bei dem feuchten Chlorbenzol der 
Fig. 13 gegenüber dem ultrafiltrierten der Fig. 11 wesentlich 
¥ höher sein als der Unterschied der Raumladung ausmacht. 
r- Doch ist der Abbau der Raumladung sicherlich mitbeteiligt 
3" am Absinken des Stromes bei der Strom-Zeit-Charakteristik. 
Wenn die Gleichrichteranlage benutzt wird, kann die Wirkung 
Abschalten sehr 
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schön beobachtet werden. Es entladen sich hierbei die Konden- 
satoren langsam über die Proben. Da die Raumladung jedoch 
langsamer diffundiert, so wird die Feldverzerrung vor der 
Kathode verhältnismäßig stärker. Feuchtes Chlorbenzol muß 
somit die Erscheinung des Rückstandes zeigen. 

Wir haben gesehen, daß es die Feuchtigkeit, d.h. also 
der Wassergehalt ist, der die Feldverteilung in so bedeutender 
Weise beeinflußt. Hierbei wird das Wasser nicht abgeschieden, 
es dürfte lediglich die Ionenzahl vermehren, indem es durch 
Lösung von Verunreinigungen die Dissoziation erhöht. Durch 
den Strom werden die Ionen an den Elektroden abgeschieden, 
wandern jedoch bei Stromumkehr wieder zurück, sofern sie 
nicht mit den Elektroden reagieren bzw. gehen beim Ab- 
schalten der Spannung wieder langsam in Lösung. Die ,,elek- 
trische Reinigung“ [G. Hertz (10), E. Warburg (37)] ist also 
hier nur ein reversibler Vorgang. 

Daß bei den geschilderten Vorgängen auch für 1—2 mm 
Elektrodenabstand Feldverzerrungen auftreten, ist erklärlich. 
Für die kleinen Abstände ist jedoch hauptsächlich das Gebiet 
der Raumladungsstauung maßgebend, was auch mit den 
Beobachtungen übereinstimmt. 

Die bisherigen Betrachtungen bezogen sich auf die Strom- 
leitungsvorgänge, wie sie ungefähr !/, Sek. und später nach 
Anschalten der Spannung zu beobachten sind; d. h. die in 
Frage kommenden Zeiten sind wesentlich länger als die Laufzeit 
der Ionen. Diese berechnet sich hier der Größenordnung nach 


3_ cm cm 


entsprechend einer Beweglichkeit von u = 10- ae 


und einer Feldstärke € = 10? V/em zu 
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Fir Ze die nun wesentlich kleiner als die Ionenlaufzeit 
ist, zeigen die Wechselspannungsversuche, daß die Feldver- 
teilung homogen ist. Denn man kann 50 periodischen Wechsel- 
strom als rasch wechselnden Gleichstrom von nieht mehr als 
10-? see Beanspruchungsdauer betrachten. 

Die beim Einschalten beobachteten abweichenden Feld- 
verteilungsbilder müßten demnach mit den Vorgängen in Zeiten 
von der Größenordnung der Ionenlaufzeiten in Zusammenhang 
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filtriertem Chlorbenzol ist dann als eine sich vor ihr stauende 
Schicht negativer Ionen aufzufassen, die jedoch rasch von der 
Anode aufgenommen wird. Die Sattelkurve bei feuchtem Chl »r- 
benzol wäre damit zu erklären, daß die vor dem Umpolen 
angelagerten dissoziierten Verunreinigungen beim Anlegen der 
Spannung sich schichtartig ablösen und dabei vor Anode und 
Kathode eine negative bzw. positive Raumladung bilden, die 
das Feld schwächen, in der Mitte aber erhöhen. 

Im allgemeinen ist jedoch negative Raumladung nicht zu 
beobachten. Nur noch in zwei Fällen zeigte sich bei frisch 
ultrafiltriertem Chlorbenzol nach der Kurve mit beidseitigem 
Feldanstieg entsprechend der Fig. 12 eine Felderhöhung vor 
der Anode, die sich auch noch nach mehrmaligem Umpolen 
zeigte. Erst nach weiterem Umpolen bildete sich die normale 
Feldverteilung mit mäßigem Anstieg vor der Kathode aus. 
In beiden Fällen war jedoch eine geringe Verunreinigung be- 
sonderer Art sehr wahrscheinlich. é 


12. Ergebnisse bei Toluol 


- Zur Ergänzung der Ergebnisse bei Chlorbenzol, vor allem 
nach höheren Feldstärken, wurden Versuche mit Toluol an- 
gestellt. Da dieses nämlich eine 15—16 mal kleinere Kerr- 
konstante besitzt, so muß es im allgemeinen bei einer ungefähr 
4mal so hohen Feldstärke untersucht werden als Chlorbenzol, 
gleichen Elektrodendurchmesser vorausgesetzt. Zur Verwendung 
kam Toluol zur Molekulargewichtsbestimmung von Kahl- 
baum. Als Untersuchungsgefäß diente Gefäß 1 und Gefäß 3. 

Es gelang bei Toluol nicht, irgendeine Feldverzerrung 
nachzuweisen. Infolge äußerer Gründe war es nicht möglich, 
die Versuchsbedingungen in dem Maße zu verändern, wie es 
das gegenüber Chlorbenzol ganz andere Verhalten wünschens- 
wert erscheinen läßt. Es seien deshalb die bei Toluol aus- 
geführten Versuche in beigegebener Tabelle kurz zusammen- 
gestellt. 

Lediglich bei den Gleichspannungsversuchen mit Gefäß 3 
zeigte das Toluol im ersten Augenblick nach dem Einschalten 
ein Verhalten ähnlich dem von feuchten Chlorbenzol: an den 
Elektroden trat eine Feldverringerung auf. 

Am Feuchtigkeitsgehalt allein kann das homogene Feld 
bei Toluol nicht liegen, da nicht nur entfeuchtetes, also ultra- 
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J. Dantscher 


Die mit Toluol durchgefiihrten Versuche 


_| Elek- | Ab- | Spannungsbereich 


Ge 
Stromart troden- | stand Bemerkung 
fab | material mm ik Veg /em ik Vinax/em 
1 | Cu | 60 | 30—72 | 30—72 
A | Toluol, das im 
Gleich- }! 
Schlierenappa- 
strom | 3 | Messing | 1,0 100 | 100 rat einseitige 
| | (Strömung zeigt 
| | 13,5 |15,6—30,6| 22—43,2 
1 Ca 8,5 125,0—35,6 35—50,2 
| | [35,6—48,3, 50,2—68 
50m | Destilliertes 
3 | Messing | 1,0 |36,5—134 | 52—190 Toluol 2 = 
em’! 
filtriertes und destilliertes untersucht wurde, sondern auch 


solches, das mit der Luft lange Zeit in Berührung stand. Ob 
Chlorbenzol in stärkerem Maße hygroskopisch ist als Toluol 
konnte nicht ermittelt werden. Auch die Leitfähigkeit des 
untersuchten Toluols dürfte kaum wesentlich verschieden 
von der des Chlorbenzols gewesen sein. Bei beiden Flüssig- 
keiten wird schätzungsweise die Leitfähigkeit der zur Beob- 
achtung gekommenen Proben sich in den Grenzen von 
10-10_-10-13 Q-1 em-! bewegt haben. 

Jedenfalls bedarf es noch systematischer Untersuchungen, 
bevor man feststellen kann, ob das beobachtete Verhalten an 
den Versuchsbedingungen liegt oder für Toluol charakteristisch 
ist. Für letztere Annahme spricht die Beobachtung von 
H. Koller (18), daß der Strom bei Toluol mit der Zeit kaum 
sinkt im Gegensatz zu dem Verhalten der anderen dielek- 
trischen Flüssigkeiten. E. v. Schweidler (36) findet jedoch 
bei Toluol zeitliche Abnahme des Stromes, aber keinen nach- 
weisbaren Rückstand. 


r 13. Vergleich mit den Ergebnissen anderer Autoren 

Wenn die bei Chlorbenzol gefundene Feldverteilung eine 
allgemeine Erscheinung der isolierenden organischen Flüssig- 
keiten darstellt, so würde hiermit eine Reihe von Unstimmig- 
keiten, die sich bei der Untersuchung des Kerreffektes bisher 
ergeben haben, erklärt. Insbesondere ist es sehr bemerkenswert, 
daß sogar für Schwefelkohlenstoff, der hauptsächlich als Stan- 
dardflüssigkeit bei der Des Coudresschen N 


. 
stil 
ma 
uf 
Z 
Ja 
kol 
— 
Rei 
ges 
so 
der 
wel 
tat 
nac 
4 
R 
suc 
nw 
teil 
2.5 
] 
hdl 
ma 
er 
g 
erh 
der 
Fe 
Be... sta 
G. 
de: 
ler 
© üb 
mı 
1 
lie; 
+), <4 


Elektrische Feldverteilung in dielektr. Flüssigkeiten usw. 211 


benutzt wird, so abweichende Werte der Kerrkonstante be- 
stimmt wurden [siehe z. B. die Zusammenstellung bei A. Lipp- 
mann (21)]. Wenn diese Differenzen tatsächlich hierauf zurück- 
zuführen wären, so müßte gegen die Verwendung von Schwefel- 
kohlenstoff als Vergleichsflüssigkeit für die Methode von 
Des Coudres ernstliche Bedenken erhoben werden, falls der 
Reinheit und der Feldverteilung nicht besondere Beachtung 
geschenkt wird. Daß Nitrobenzol mit seiner etwa 90—100 mal 
so großen Kerrkonstante und seiner höheren Leitfähigkeit bei 
der elektrooptischen Konstante noch größere Differenzen auf- 
weist, dürfte darnach nicht verwundern. Bei ihm sind auch 
tatsächlich bereits Feldverzerrungen mittels des Kerreffektes 
nachgewiesen, wie die Arbeiten von O. Lohaus, W. Ilberg, 
R.Möller und G.J. Dillon ergeben. Von ihnen unter- 
suchten O. Lohaus (23) und W. Ilberg (13) die Feldverteilung 
nur qualitativ; sie bekamen bei Gleichspannung eine Feldver- 
teilung ähnlich der bei feuchtem Chlorbenzol in den ersten 
Sekunden nach dem Anschalten, nur fand Lohaus das er- 
höhte Feld an der Kathode, Ilberg an der Anode, doch auch 
manchmal an der Kathode. Bei Wechselspannung fand Ilberg 
homogenes Feld; ferner spricht er auch die Vermutung aus, 
daß die Feldverteilung mit dem Reinheitsgrad zusammenhängt. 
R. Möller (24) untersucht den Feldverlauf quantitativ durch 
Ausphotometrieren der infolge der Doppelbrechung hervor- 
gerufenen Schwärzung einer photographischen Schicht. Er 
erhält an der Kathode Feldanstieg, jedoch gleichzeitig auch an 
der Anode in wesentlich geringerem Maße. Die maximalen 
Feldunterschiede betragen ungefähr 30 v. H. und nehmen bei 
höheren Feldstärken ab. Die angewandten mittleren Feld- 
stärken liegen in den Grenzen von 9,1—13,7 kV em-!. 
G. J. Dillon (4) hat, als die vorliegende Untersuchung schon 
im Gange war, eine Arbeit herausgebracht, bei der er nach 
derselben Methode wie hier die Feldverteilung in Nitrobenzol 
bei sehr kleinem Abstand (a = 0,9 mm und 15 kV/em mitt- 
lerer Feldstärke) untersucht. Für Gleichspannung gibt er eine 
Aufnahme wieder, die mit denen an feuchten Chlorbenzol 
übereinstimmt. Für Wechselspannung zeichnet er eine Kurve 
mit leichtem Feldanstieg an beiden Elektroden (20 Proz.). 
Wohl die ersten Beobachtungen über Feldverteilung an iso- 
lierenden Flüssigkeiten mit Hilfe des Kerreffektes hat 
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7. Quincke (28 und 29) in seinen umfangreichen und sorg- 
 fältigen Arbeiten „Über elektrische Ausdehnung‘ und „Elek- 
trische Untersuchungen“ angestellt. Er findet bei Schwefel- 
kohlenstoff Änderung der spez. Doppelbrechung beim Variieren 
des Abstandes, ferner Abweichungen von dem erwarteten 
Doppelbrechungsverlauf bei koaxialen Zylinderelektroden für 
Schwefelkohlenstoff, Rapsöl, Rüböl und Äther, für Steinöl 
auch bei Plattenelektroden. Alle diese Flüssigkeiten weisen 
außerdem eine zeitliche Änderung der Doppelbrechung auf. 
Bei der Anordnung koaxialer Zylinderelektroden beobachtet er 
unabhängig von der Polarität einen Ausgleich des Feldes, 
indem die Doppelbrechung gegenüber dem berechneten Wert 
an dem inneren Zylinder vermindert, an dem äußeren verstärkt 
erscheint. Diese Elektrodenanordnung dürfte besonders auf- 
schlußreich beim Studium des Unterschiedes allenfalls auf- 
tretender positiver und negativer Raumladungen sein. Da 
damals die Untersuchung des Kerreffektes erst aufgekommen 
war, schloß Quincke aus diesen Ergebnissen auf Schwankungen 
der Kerrkonstante, während er sich später davon überzeugte, 
daß die Abweichungen im elektrischen Feld auftreten. 


Alle diese Untersuchungen machen es sehr wahrscheinlich, 
daß es eine charakteristische Erscheinung einer Reihe von 
organischen, dielektrischen Flüssigkeiten ist, Feldverzerrungen 
bei parallelen Plattenelektroden aufzuweisen, die mit Ver- 
unreinigungen in Zusammenhang stehen. Des weiteren ist 
aber auch anzunehmen, daß die Zunahme der elektrooptischen 
Konstante, die F. Hehlgans (9) für Nitrobenzol und Nitrotoluol 
mit zunehmender Reinheit feststellt, nicht allgemein gilt. Bei 
starker Feldverzerrung kann die Feldstärke im mittleren Teil 
des Elektrodenraumes kleiner als die mittlere Feldstärke sein; 
hierdurch kann infolge des quadratischen Zusammenhanges 
eine merkliche Änderung der Kerrkonstante vorgetäuschte 
werden. Im übrigen stellt nur noch G. Quincke (29) fest, 
daß kleine Verunreinigungen die Konstante in erheblichem 
Maße zu beeinflussen scheinen. Demgegenüber kommt 
W. Sehmidt (34) bei seinen Untersuchungen zu dem 
Ergebnis, daß kleine Mengen Verunreinigungen keine merk- 
baren Wirkungen ausüben. R. Leiser (20) stimmt auf Grund 
des wohl umfangreichsten Untersuchungsmaterials (etwa 150 
— Substanzen) dieser air bei und vermutet, 
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daß Verunreinigungen lediglich die stationäre Feldverteilung 
beeinflussen. Auch A. Lippmann (21), der 90 verschiedene 
Substanzen untersucht, schließt sich dieser Ansicht an. 
Seine Feststellung, daß die Kerrkonstante im engen Konden- 
sator höher erscheint als im weiten — eine Beobachtung, die 
schon G. Quincke machte —, läßt sich mit den hier beob- 
achteten Vorgängen zwanglos erklären. Die stetige Veränderung 
der elektrooptischen Konstante bei Mischungen, wie sie 
W. Schmidt (34) und A. Lippmann (21) findet, lassen es 
in gleicher Weise als unwahrscheinlich erscheinen, daß die 
außerordentlich geringen Mengen, in denen Verunreinigungen 
gewöhnlich auftreten, einen merkbaren Einfluß auf den Wert 
der Konstante ausüben. Auch würde ein solches Verhalten 
nach den Anschauungen der molekularen Orientierungshypothese 
unverständlich sein. Abschließend kann also festgestellt werden, 
daß im allgemeinen eine Veränderung der Kerrkonstante 
organischer dielektrischer Flüssigkeiten mit der Reinheit nicht 
anzunehmen ist. Wird aber eine solche festgestellt, so ist 
die Möglichkeit von Feldverzerrungen in Betracht zu ziehen. 


14. Zusammenfassung 


Zum Zweck des Studiums der elektrischen Stromleitungs- 
vorgänge in flüssigen Dielektriken wird mit einer optischen 
Polarisationseinrichtung aus der Beobachtung des Kerreffektes 
die elektrische Feldverteilung zwischen Plattenelektroden durch 
photographische Aufnahme ermittelt. Zur Messung der elek- 
trischen Doppelbrechung wird ein Rayleighscher Kompen- 
sator mit einer Empfindlichkeit von 22 10-* verwendet. 

Als Untersuchungsflüssigkeit dient Chlorbenzol, daneben 
werden auch mit Toluol Versuche durchgeführt. Die Reinigung 
erfolgt durch Ultrafiltration, verbunden mit Trocknung im 
Vakuum. Die zur Verwendung gekommenen Feldstärken sind 
bei Chlorbenzol 8,5—88 kV/em, bei Toluol 22—190 kV/cm. 
Die erhaltenen Feldverteilungskurven sind vollkommen repro- 
duzierbar; d. h. bei der entsprechenden Variierung der sie ver- 
ursachenden Faktoren erhält man immer wieder dieselben 
Veränderungen in der Feldverteilung. Die Ergebnisse lassen 
sich kurz folgendermaßen zusammenstellen: 

1. Bei Wechselspannung (50 Hertz) wird ein homogenes 
Feld für beide Flüssigkeiten festgestellt. 
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2. Bei Gleichspannung erfolgt in Chlorbenzol ein starker 
Feldanstieg von der Anode zur Kathode. Für einen Elek- 
trodenabstand von a=7mm ergeben Aufnahmen ein Ver- 
hältnis der Feldstärken an den Elektroden von 1: 5 bei feuchtem Sten 
Chlorbenzol. Auch bei Abständen bis zu a = 1 mm ist noch 
bemerkenswerte Feldverzerrung vorhanden. 

3. Die Feldverzerrung gleicht sich mit der Zeit aus, bis 
das homogene Feld erreicht ist. Nach dem Umpolen ergibt 
sich dieselbe Feldverzerrung wie vorher, die sich ebenso mit der 
Zeit ausgleicht. Die hierdurch zum Ausdruck kommende elek- 
trische Reinigung ist somit reversibel. Verö 

4. Die Größe der Feldverzerrung und die Zeit, in der 
das homogene Feld erreicht wird, nimmt mit der Feuchtigkeit tech 
und dem Elektrodenabstand zu. Die in Betracht kommenden 
Zeiten schwanken zwischen 10 Min. und vielen Stunden. 

Auf Grund der Feldverzerrung ergibt sich eine konstante 
positive Raumladung im ganzen Elektrodenraum sowie eine Phys 
sich vor der Kathode stauende; beide werden mit der Zeit 
abgebaut. Die Schicht mit der sich stauenden positiven Raum- 1911 
ladung beträgt bei einem Abstand a = 7 mm ungefähr 2,5 mm. 

6. Negative Raumladungen werden nur ganz kurzzeitig 
beobachtet. 

7. Fir Toluol konnte, soweit sich die Versuchsbedingungen 188: 


keite 


7. 
verändern ließen, auch bei Gleichspannung keine Feldver- 
zerrung festgestellt werden. 190 

8. Es wird auf Grund der vorliegenden Ergebnisse die 
Ansicht ausgesprochen, daß die Änderung der Kerrkonstante 
isolierender Flüssigkeiten, die mit zunehmender Reinheit von 
einigen Autoren beobachtet wurde, nicht allgemein gilt; 
solche kann auch durch Feldveränderungen hervorgerufen 
werden. 


aug' 


Beim Abschluß dieser Untersuchung, die im Elektro- 
physikalischen Laboratorium der Technischen Hochschule 
München durchgeführt wurde, ist es mir eine angenehme Pflicht, 
Hrn. Professor Dr. Ing. W.O. Schumann für die Anregung 
zu dieser Arbeit und die stete Förderung derselben meinen 
ergebensten Dank auszusprechen. Ferner bin ich der Not- 188 
gemeinschaft deutscher Wissenschaft zu großem Dank ver- 
bunden für die Gewährung der Mittel zu dem größten Teil der 
Apparatur. 192 
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Über den atomaren Photoeffekt bei großer Hart 
der anregenden Strahlung | 


Von Fritz Sauter 


Die nachstehenden Ausführungen sind als Fortsetzung und 
Ergänzung zu den Arbeiten von A. Sommerfeld undG. Schur’) 
über die Richtungsverteilung der aus der K- und L-Schale 
emittierten Photoelektronen gedacht. Diese beiden Arbeiten sind 
insofern ergänzungsbedürftig, als sie nur für den Fall hy << we? 


oder, was auf das gleiche kommt, <ı gelten, wobei v die 


Geschwindigkeit der austretenden Photoelektronen bedeutet 
[vgl. A (61). Dies hat seinen Grund erstens darin, daß die 


durch die auftreffende Lichtwelle bedingte Störungsfunktion ena 
nach steigenden Potenzen von 2/A entwickelt und die Reihe 
nach der ersten Potenz abgebrochen wurde; andererseits müßte 
die Rechnung für den Fall, daß v vergleichbar mit c wird — 
ein Fall, der z.B. in den experimentellen Untersuchungen von 
E. Lutze?) realisiert ist — relativistisch, also im Anschluß an 
die Diracsche Theorie des Elektrons durchgeführt werden. 
Eine bessere Annäherung für den Fall großer Geschwin- 
digkeiten, als in A und B erreicht wurde, stellen die Rech- 
nungen von J. Fischer?) dar, dem es unter Verwendung para- 
bolischer Koordinaten gelang, ohne Vernachlässigungen ge- 


1) A. Sommerfeld u. G. Schur, Ann. d. Phys. [5] 4. S. 409. 1930; 
6.Schur, Ann. d. Phys. [5] 4. S. 433. 1930; im folgenden mit A und 
B zitiert. 

2) E. Lutze, Münchener Dissertation. Es wird mit Röntgenstrahlen 
im Wellenlängenbereich 0,1—0,15 A gearbeitet, was einem Geschwindig- 
keitsbereich von 0,5-¢ bis 0,6-c entspricht; überraschenderweise werden 
seine Ergebnisse durch die bei strenger, jedoch nichtrelativistischer 
Rechnung resultierende Intensitätsformel befriedigend wiedergegeben. _ 

3) J. Fischer, Züricher Dissertation. & 
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_ schlossene Ausdrücke für die Intensitätsverteilung und fiir die 
_ Gesamtemission von Photoelektronen aus den verschiedenen 
Schalen zu erhalten. Die Rechnungen wurden im Anschluß 
an die unrelativistische Schrödingergleichung durchgeführt. 

% Ein Versuch, den Photoeffekt im Anschluß an die Diracschen 
Gleichungen durchzurechnen, wurde von 8S. E.Szczeniowski}) 
ae unternommen. Diese Arbeit unterliegt jedoch einer Reihe von 
_ schwerwiegenden Einwänden?),, so daß eine Neubehandlung 
dieses Problems angezeigt ist. 

Die vorliegenden Ausführungen sind aus dem Bestreben 
entstanden, in Analogie zu den Rechnungen von Fischer auch 
bei relativistischer Rechnung eine geschlossene Formel fiir die 
Intensitätsverteilung der Photoelektronen zu finden. Es tritt 


_ Gleichungen sich nicht in parabolischen Koordinaten separieren 
lassen, so daß eine Durchrechnung des Problems in Polar- 
_ koordinaten erforderlich ist. Es war daher angezeigt, zuerst 
4 im nichtrelativistischen Falle eine Methode ausfindig zu machen, 
die eine strenge Durchrechnung des Problems in Polarkoordinaten 
ermöglicht. 
Bie Im ersten Teil der nachstehenden Ausfiihrungen wird eine 


Methode und im auf die Photo- 


in parabolischen Koerdinsien den Vorteil, daß sie die Photo- 
emission aus den einzelnen (nichtrelativistiochen) Röntgen- 
niveaus gleicher Hauptquantenzahl, wie die aus der L, und der 
L, + L,,-Schale ohne weiteres gesondert zu behandeln gestattet, 
4 Bei der Anwendung auf die relativistische Theorie versagt 
leider diese Methode aus Gründen, die im zweiten Teile be- 
_ sprochen werden sollen. In diesem Abschnitt wird die Theorie 
so weit entwickelt, als sie sich in geschlossener Form streng 
_ durchführen läßt. Es wird hierbei auf eine Reihe von Fragen 
_ eingegangen, die in der Diracschen Theorie auftreten und die 
_ bisher wohl noch nicht genügend geklärt und beachtet sein 
dürften. 


1) S.E. Szezeniowski, Phys. Rev. 35. S. 347. 1930. 
2) Vel. hierzu die a des I. Teiles. 
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I. Photoeffekt nach Schrödinger 


Die Wellenfunktion für das auslaufende Elektron wurde 
in A (7) und (38) gegeben: 


lem 


hierbei warde die durch die auftreffende Lichtwelle bedingte 
Störungsfunktion in der Form 


A= A, = Acos2n (»t— +) 4) 


angesetzt. Der Ausdruck (1) ist an der durch die photo- 
elektrische Gleichung 


(2) E=hv+E, 


gegebenen Stelle des kontinuierlichen Spektrums zu verstehen, 


wenn E, die Energie des Ausgangsniveaus darstellt. W% gilt En 

asymptotisch für große Entfernungen r vom Atom, wenn in (1) ER 
für w, der asymptotische Wert der einer auslaufenden Welle De 


entsprechenden Teilfunktion (vgl. A (34, 29)) 
m ikrD(-n+1+1) "| sin my 
eingesetzt wird; hierbei gelten die Abkiirzungen 


r= 2_. an 0 


| 


Die Stérungsmatrix A* wird durch A(9) gegeben: 


4) At af 


wobei nach A(40b) und (32) 
(- 


1\n-1-1 1 
J 7) | 
Ning 


gilt; der Integrationsweg ist eine re Kurve um die 
Der 
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| Vin = 
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beiden Verzweigungspunkte § = + 33 Wim ist reell. 
wird nach A (35) gegeben durch 
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(d —m)! 2u k ian 12 

| N |? = (21 + 1)- e EN! 
(@ = 1; =2 fir m>O). 

Faßt man die Formeln (1) bis (6) zusammen, so erhält man 
inn 
2141 d-m! Fnm+l+1) 

2aircosd 


.p* cos 


m 
gin 


(8) fir, 
einführt.!) 

Für den Anfangszustand sind folgende fünf Wellen- 
funktionen w, einzuführen: 
K-Schale: w, = N, 
L,-Schale: =N,(1—brie-"; 


L,, 
L Schale: v, = N,bre-?"cos#; 


w, = sind cosg ; 
y,=WN, bre-*" sind sing ; 


= — 

= — Nb(2 — brje-®r sind cosg; 

= — N, b?re- sind cost ; 

= — N,b*? re-* cos*g + N,be-®; 
— N,b?re- "sin? + sing cosp 


1) Die Polarachse möge in die x-Richtung fallen, dem Azimut ¢ =0 
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N, bedeutet den Normierungsfaktor y=; b diene als 


b= beider K-Schale; 


b = ~ bei der L-Schale: 
2a 


2 p2 
dann wird die Energie des Grundniveaus einheitlich durch — wane 


gegeben. Die photoelektrische Gleichung (2) geht daher iiber in 


r 


oder mit gq = — in 


(10) 


Wie in A §6 gezeigt wurde, lassen sich die in (7) ent- 
haltenen Integrationen zwar restlos ausführen, doch bereitet 
die Summation über 1 wegen der hierbei auftretenden Kugel- 
funktionen anscheinend unüberwindliche Schwierigkeiten. Diese 
Schwierigkeiten lassen sich jedoch umgehen, wenn man das 
Fouriertheorem der Kugelfunktionen zur Aufsummierung der 
Reihe nach / benutzt; dieses lautet bekanntlich 


l 


+m)! 


Läßt sich daher eine Reihe nach Kugelfunktionen auf die 
Form der rechten Seite von (11) bringen, so kann man ihre 
Summe unmittelbar angeben. 

Der Ausdruck (7) besitzt noch nicht die in (11) geforderte 
Gestalt; es läßt sich jedoch zeigen, daß nach Ausführung der 
Integrationen über , r und & der Integrand für die #-Inte- 
gration sich so umformen läßt, daß sich ein Ausdruck von der 
Form (11) ergibt. Das Prinzip der Methode besteht also darin, 
daß man zuerst die Integrationen über gy, r und & ausführt 
und dann die Reihe auf Grund des Fouriertheorems (11) auf- 
summiert. 

Zur Erläuterung der Methode möge %, ausführlich ab- 
geleitet werden; Substitution der ersten Gleichung (9a) in (7) 
und Ausführung der Integration über g ergibt (m = 1) 
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2 (— 24 ky! dur 


= dr. (6-3) ag eler 


° 12 


Hier wie im folgenden wird 7 = cos gesetzt. Führt man, 
wie in A § 6, die bekannte Darstellung für die zugeordneten 


Kugelfunktionen P/' = (sin 9)” in ein und integriert einmal Der 


partiell nach 7, so erhält man den Ausdruck — *) P,, 


der auf Grund der Differentialgleichung fiir P, Zu —1(+1)P, 


eze 
ist. Für W, ergibt sich auf diese Weise die Beziehung , 
(12) zur 
Ta+i+b, 
(— 24 
mit der Abkürzung ee mit 
(14) 
P, dy 
Eine 


(13) 


Das Integral J,, das in allen Wellenfunktionen %, auftritt, läßt 
sich nun in der angegebenen Weise umformen, so daß (12) sich 
nach dem Schema (11) aufsummieren läßt. 

Zunächst ergibt eine l-malige partielle Integration von (13) u 
nach » unter Verwendung der bekannten Darstellung für die 
Kugelfunktionen 


l 
P,= d' (m? 1) (15) 
Pa, 2 . l! dn 
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in welchem sich die Integrationen nach r und § (letztere 
2ik 


durch Residuenbildung an der Stelle &= — 


elementar auswerten lassen: 
+1 
| 


k 


b qn 1\"-t-1 b qn _1 
+ (- sie + 


im Unendlichen ist er regulär. Es ist 


gezeigt, durch eine Transformation von der Form 4 = —> +7 


den einen Verzweigungspunkt (z. B. 7,) ins Unendliche zu bringen, 
wobei auBerdem die beiden Grenzpunkte der Integration 7 = + 1 
in sich übergeführt werden sollen. Diese Bedingungen führen 
zur speziellen Transformation 
. 
mit der Abkiirzung 


Kine kurze Umrechnung des Integranden ergibt 


4n (— 2ig) 11-1 
+1 pe 
ıYaz(2 k 


-1 
oder nach l-maliger partieller Integration 

(15) 
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in ihrer endgiiltigen Gestalt. Wegen der Diskussion soll auf 
einen späteren Abschnitt verwiesen werden. Vorerst mögen 
noch die W-Funktionen für die Anregung aus der L-Schale 
ausgerechnet werden. 


Wie aus (9a) zu ersehen ist, sind die Ausdrücke für ae 
und ge weitgehend analog gebaut zu ou und lassen sich 


aus letzterem durch Differentiation nach bestimmten Konstanten 
gewinnen: 


wobei im ersten Fall die Differentiation nach b sich nicht auf 
den Normierungsfaktor N, bezieht. 
In analoger Weise lassen sich dann natürlich die Wellen- 


funktionen %, und W, aus W, gewinnen. So ergibt die erste 


Beziehung wegen (16) 


b? (o? — 1)" 


Ato 


ode: 
von 


(17) 


18) 


Auf 


von 


ae welcher den in (11) geforderten Bau besitzt. Man erhält durch | 
ER Aufsummierung und Ausführung der Differentiation die Wellen- 
funktion 
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oder nach Ausführung der Differentiation unter Berücksichtigung 
von (14) 


2 


_ 4ö6N,be“ 
ikq? 


- 


(b? — k? — q? + 2kq cos#) 


Hierbei wurde nach Ausführung der Differentiation n = ze Bi 


(für L-Schale!) gesetzt. In analoger Weise erhält man 


+77 


inn 
2). fsin cos 947, 
‘(2 cos 
ian 
sin + cos p P k q b? 
. ( k + 0cos 
2009 -— — 
q k kq 
Nicht viel umständlicher ist die Berechnung der beiden Be 
restlichen Funktionen W, und %,. Letztere möge zuerst be- Br + 


handelt werden. Die Ausführung der Integration nach g er- — 
gibt wegen (7) und (9a) (m = 2) ep 


ian 


„nme? 2141 I(n+l+) 


SS» dr 


(e+ 5) 3)" dbe-""- 2ikrö+tigrn, 
Auf Grund der Differentialgleichung fiir P, und der Definition eee: 


von ‚gilt 
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226 
so daß der Integrand für die „-Integration in der Form 


d P, 
[- 1a+ na — AP, + 2n(1 — 7?) br—2ikrétiary 


geschrieben werden kann. Der zweite Bestandteil läßt sich 
wie bei der Berechnung von %, umformen, wenn man zuerst 
den störenden Faktor 7 dadurch wegbringt, daß man an 
seiner Stelle ~ 5, schreibt; partielle Integration nach  er- 
gibt dann für dieses Glied den Ausdruck i 


1 8 
— 210+ Fran =» e-br-2ikrö+tigrn, 


während sich der erste Teil in der Form 325 7 


0° 

anschreiben läßt. Mit diesen Ausdrücken ergibt sich unter 
Berücksichtigung von (13) 

=> 


öN,b a (1 — 2)! 


oder bei Verwendung des umgeformten Ausdruckes (15) fiir J, 


ian 


5N,bte 2 (l—2)! 


Eine Aufsummierung dieses Ausdruckes auf Grund von (11) 
ist noch nicht möglich — es müßte an Stelle von 1(/-+ 1) P, (m) 
die Größe P?(m) stehen —, doch läßt er sich noch so 
umformen, daß eine Summation durchgeführt werden kann. 
Für !(l+ 1) P,(m) soll auf Grund der Differentialgleichung 

d 


= -- werden; zweimalige partielle In- 


vom 


Ato: 


Glie 
tiati 


(19) 


= 
2 
| 
ER 
Du 
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e = 
a | 
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Gliede "3 nach Umstellung der Reihenfolge der Differen- 
tiationen 


d 0°? ö 2 
2 n 
q”—* — 1) 


man nach einigen Umformungen 


= 8(n + 1)(n + 2)g"-8(o? — 1p 


d kk 
(2 
1 — 9: 
[2 


Führt man diesen Ausdruck in %, ein, so läßt sich die Auf- 
summierung nach (11) ohne weiteres durchführen und ergibt 


tan 
2. 2 n 
Y=- (+) (0? — (n + 3) - f 
sin? $ sin 2 | 
(2 cos 


Zur Berechnung von %, ist es angezeigt, in = 


cos? g@ = > (cos 2 + 1) zu setzen; der dem Glied mit cos 2 


entsprechende Anteil %,, läßt sich dann genau so wie #, aus- 
rechnen und ergibt die Formel (19), nur mit cos 2 an Stelle 
von sin 29. Der restliche Teil Y,, nimmt nach Ausführung 
der g-Integration die Form an: 


im. 
4 
? 
Differentiationen nach q und 5 erhält 
= 
r 
4 
(19) 4 
) — 
> für 
a 
| 
| 
f 
| 
4 


ande? tasten 
k j : 2 (— 2ik)! 


Ersichtlich kann man ¥, , auch anschreiben als 


inn 


(-2im! 10 


SNbe? a 8? 


b 1 (o? PEN 1)" 
q b? ee 


Durch Ausführung der Differentiationen erhält man nach einigen 
Umformungen 


imn 


5 
2öN,b?e “ n 
= (+) (o? — 1" + 3)-f | 
inn 
sin? $ 45 N,b?e 2 
(4) (o? — + 1)-f- 


so daB die ganze Wellenfunktion lautet: 


= 
9 in? cos? 
-{(o? — 1" In +3). 
| (200, - - 


—(o? — 1 17(n+1)- 


öNbe“ 21+1 0° 

ı 


¢ 
; 
auf 
SS 
4 
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AR 
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Zur Diskussion mögen die fünf Wellenfunktionen nochmals 
zusammengefaßt werden. Ihr gemeinsamer Nenner läßt sich 
auf Grund der photoelektrischen Gleichung (10) umformen: 


Mit der Abkiirzung 
inn 
_ N, bee ? 1)" 
erhält man somit 
i 
W, = + 2)- = = 
qi sind cosq 
(1 — —cos? + 
c 2uc 
2 
— k? — q?+ 2kgcos#) 
2b - | 
(0° + k?+ cos (b? + 


1 


4c? 

e ape 


—I'(n+ 3). 


sin? 

hy 


v h v n+3 
(1 — —cosé + 
c Quct, 


Man überzeugt sich leicht, daß diese Funktionen in erster 
Näherung in die in A und B berechneten Ausdrücke über- 


ad 
€ 
n 
‘ 
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gehen. Die Näherung ist hierbei so zu verstehen, daß hy<yc? 
angenommen wird, woraus wegen der photoelektrischen Glei- 
chung v?<c? folgt. So erhält man z. B. als Wellenfunktion 
eines Photoelektrons aus der K-Schale näherungsweise 


C-f-- + (n+ 9) ; 


sin? cos? p 


h 
(1 = — cosd + 


m - sin? & cos? p (1 + 4 cos 9), 
in Ubereinstimmung mit A (3) und A (51). 


Die Intensitätsverteilung des photoelektrischen Stromes 
wird durch die Radialkomponente des Stromvektors 


iin Da r in die Wellenfunktion nur in Form a 
Funktion f eingeht (vgl. Gl. (8)), so läßt sich S, unter kon- 
sequenter Vernachlässigung der Glieder mit niedrigeren Po- 
tenzen von r als r—? leicht angeben: 


womit die übliche Berechnung der Intensitätsverteilung aus 
der Ladungsdichte gerechtfertigt ist. Dieser scheinbar triviale 
Zusammenhang zwischen Strom und Dichte wurde deshalb hier 
erwähnt, da in der Diracschen Theorie, wie später gezeigt 


werden soll, ein solcher Zusammenhang nicht besteht. 


II. Photoeffekt nach Dirac 


: ar Die mathematische Behandlung des Photoeffektes nach der 
relativistischen Wellenmechanik geht von der Diracgleichung 
des durch die Lichtwelle mit dem 


Aton 


gest 


- 
= 
EX 
4 
= 
- 
22) 
( 
Hier 
BAT 
> aus, 
der 
. 
W. 
+ 
; 
h 
Ope 
re 
inte 
im 
vor] 
un 
mat 
Pell | 
effe 
Zt 


8 


GS 


(22) ia 
| + 2B, 


Hierbei gelten die Abkürzungen 


2n 2 
a= E, = 


22% 
Geht man von einem ungestörten Zustand w= y,e * 
aus, so kann man den Endzustand nach den üblichen Methoden 
der Störungstheorie berechnen?); durch Entwicklung von w nach 

den Eigenfunktionen des ungestörten Problems erhält man 


E,t 


2ai 224 2ni 
— —— Et — —— (E, +hv)t - 
Wy h +W,e h e 


+W 
ie S Onto 
Ws= ALS y, 


+f dx — he 


1) Bekanntlich entspricht dem Impuls p, quantenmechanisch der 


0 t 
2ni Ox 


—, also p,= der Operator 

v 

h 
2ni Ox, 2nc Ot’ 


so daB der Operator den Eigenwert — AE besitz. Ent- 


sprechend ist YU, = r V zu setzen, damit nach Ausführung der Zeit- 


i 

e) 
integration die Größe H — V in die Wellengleichung eingeht. Dieser 
im allgemeinen nicht beachtete Umstand ist von gréBter Wichtigkeit im 
vorliegenden Fall eines zeitabhingigen Stérungsgliedes; wiirde man die 
ungestörte Wellenfunktion 

+ 228 

mit der Zeitabhängigkeit e * ansetzen, so würde man beim Photo- 
effekt statt einer Voreilung eine Rückeilung der Photoelektronen finden. 


2) Vgl. K. Nikolsky, Ztschr. f. Phys. 56. 8. 709. 1929; J. Waller, 
Ztschr. f. Phys. 61. S. 837. 1930 u. a. 
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Hierbei bezieht sich der erste Teil von W, auf das diskrete 
der zweite auf das kontinuierliche Eigenwertspektrum; in diesem 
Falle ist über den Impulsparameter 


2n uv 
zu integrieren. In großer Entfernung vom Atom klingen y, 
sowie der erste Bestandteil von W. exponentiell ab und können 
daher weggelassen werden; der zweite Teil von W. läßt sich 
genau wie in A § 3 auswerten, indem man den Weg für die 
x-Integration in A (Fig. 1) in die untere Halbebene führt, 
damit man die auslaufende Welle mit dem Exponentialfaktor 
e+i*r erhält.!) Residuenbildung an den Resonanzstellen 


(24) E, thy 


ergibt wegen 


(23) “x= 


Im 


Der zweiten Resonanzstelle von (24) entsprechen entweder 
keine Energiewerte E(x) oder nur solche des negativen kon- 
tinuierlichen Spektrums, die jedoch von der Betrachtung aus- 
geschlossen werden sollen; es fällt somit das Glied mit W_ 
fort, so daß man für % den Ausdruck 


AneA > = - Et 
(25) . vn Wo etiazdr .e h 
Im 


erhält, welcher an der durch die Resonanzstelle (24) gegebenen 
Stelle des positiv kontinuierlichen Spektrums auszuwerten ist. 
Unter ,, ist der asymptotische Wert der Teilfunktion von ¥ 
verstanden, der den Exponentialfaktor ei*"r besitzt. Zu be- 
merken ist, daß im Störungsintegral # die vollständige Wellen- 
funktion darstellt und nicht — wie in der Arbeit von Szcze- 
niowski (a. a. O.) — durch ihren asymptotischen Wert ersetzt 
werden darf. Die Nichtberücksichtigung dieses Umstandes ist 


1) Daß dieser Bestandteil der ganzen Wellenfunktion wirklich einer 
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wohl der Grund dafür, daß Szczeniowski nur den halben 
Wert der in A errechneten Voreilung der Photoelektronen 
findet. 

Das Störungsintegral in (25) läßt sich unter Verwendung 
der Ense (22) und ihrer adjungierten ein 


ö ö aZ\ 
a) rae 
| +AE, +7 4,) = (0 


umformen; durch linksseitige Multiplikation der ersten mit # y,, 
durch rechtsseitige der zweiten mit y, y, und Addition erhält 
man unter konsequenter Vernachlässigung des Gliedes mit A 
und nach RURIN der die Beziehung 


= Wt oz (P7271 Wo) 


ae man diesen Ausdruck ins Störungsintegral ein, so erhält 
man nach kurzer Umformung (die Oberflächenintegrale ver- 
schwinden) 

dr 


| | 


der erste Term entspricht dem Schrödingerschen Störungs- 
glied, während das zweite und dritte Glied den Einfluß des 
magnetischen und elektrischen Momentes darstellen. Die weitere 
Durchrechnung des Photoeffektes wird sich an die in (25) ge- 
gebene Form des Störungsgliedes anschließen. ?) 


(25a 


1) Szezeniowski führt die Störungsrechnung nicht im Anschluß 
an die lineare Differentialgleichung (22), sondern an die daraus durch 
Iterierung gewonnene Gleichung zweiter Ordnung durch; dieser Rechen- 
vorgang ist inkorrekt durchgeführt, indem Szezeniowski eine Reihen- 
entwicklung nach den ungestörten Eigenfunktionen erhält, bei der die 
Entwicklungskoeffizienten das Potential V enthalten (!). Das von ihm 
errechnete Störungsintegral zeigt den Bau von (25a), nur daß bei ihm — 
in der Bezeichnung von (22) — das erste Glied noch ein y, enthält 
(vgl. unten). 

Annalen der Physik. 5. Folge. 9. 
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Zur weiteren Auswertung von (25) ist die Kenntnis der 
 Wellenfunktionen des ungestörten Problems erforderlich. Be- 
kanntlich erhält man zwei Lösungssysteme, die sich, wie vom 
Verfasser in einer früheren Untersuchung gezeigt wurde’), ohne 
eine spezielle Darstellung für die Diracschen Operatoren y, 
zu benötigen, in der Form angeben lassen — die Zeitabhängig- 
möge weggelassen werden —: R 


_y,7,P} cime (1 — m)] 
+ V, [7s +y Pr + m) | 
+7); 
+ Vy [7g PO — y, m)} | 


i7, 7.) (1+ 74 


radialen Funktionen U und V geniigen den Gleichungen: 


r 
(27) -0; 


hierbei beziehen sich die beiden Vorzeichen von 1 bzw. auf 
das I. und II. Lösungssystem.?) 

Wie Verf. gezeigt hat*), folgen die vier in wy, und wy, 
auftretenden Funktionen — bei entsprechender Zuordnung — 
genau den gleichen Rechenregeln wie die vier Diracschen 
Funktionen, auf die man geführt wird, wenn man für die y, 
vierreihige Matrizen einführt. Setzt man 


1) F. Sauter, Ztschr. f. Phys. 63. S. 803. 1930. 

2) Die Lösungen (26) und (27) unterscheiden sich von den (a. a. 0.) 
gegebenen außer in der geänderten Bezeichnung / statt k für den 
unteren Index der Kugelfunktionen noch dadurch, daß die richtige Zeit- 


Zni 


abhängigkeit e eingeführt wurde. 
3) F. Sauter, Ztschr. f. Ph 


sc 


mi 
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du 
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e. — @ 
SO — 
| 


0 
0 
0 


— (I+m)V, etme 


—tV. 
I 


—i(l+m) U,P® 


1¢ 


U, (m+1) 


u 5 


Es bleibt vollkommen gleichgültig, ob man mit dem Lösungs- 
system (26) ohne Spezialisierung der y, rechnet oder mit dem 
System (29) und den speziellen Werten (28) fiir die y,; fiir 
die Stromkomponenten, auf die es hier ankommt, ergeben sich 
nach beiden Methoden die gleichen Werte. 

Die Lösung ı der adjungierten Gleichung (22a) gewinnt 
man aus yw nach folgender Regel: 
1. durch Umkehr der Reihenfolge der in w auftretenden y,, 
2. durch Übergang zum komplex-konjugierten Ausdruck, 
3. durch Vertauschung von y,, 7, 7,mit —7,, —7s> 
oder, was wegen (22a) offenbar auf das gleiche hinauskommt, 
durch rechtsseitige Multiplikation mit y,. 

Im Falle der Matrizen (28) besagt diese Regel, daß man p 
aus a» dadurch gewinnt, daß man i durch — ersetzt und in 
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den beiden letzten „Komponenten“ von w* das Vorzeichen um- 


kehrt (rechtsseitige Multiplikation mit y,; daher die Schreib- 
weise = y*7,). 

Die Differentialgleichungen (27) für die radialen Bestand- 
teile der Wellenfunktionen lassen sich im Anschluß an W. Gor- 
don’) in geschlossener Form integrieren; man erhält für U 
und V die Ausdrücke: 4 


U= E, + E-e-*rri-1(X + Y), 
= VE, —E-e-*rri-1(X —Y), 
mit den Abkiirzungen 

(Fi+ng)-Fi-n +j,2j+1, 2kr), 
+1, 2kr), 


(30a) 


(30b) 


sowie 
(0c) k= ;- 
Die F-Funktionen sind entartete hypergeometrische Funk- 


tionen, definiert durch die Reihenentwicklung N 


I (y) I (a + 
I (a) : Iy+n »! 
Im Falle EH, > HE >O ist k reell; zur Konvergenz der 
Reihe (30b) ist erforderlich, daB n — j eine ganze positive 
Zahl ist (Abbrechen der Reihe!). Diese eg, 8 führt auf 


| 
E= E, (1 + 


F(a,y,2)= 


so daß n der Hauptquantenzahl in der eh 
Theorie entspricht. Der Normierungsfaktor bestimmt sich aus 


der Bedingung 3 


wobei diese Gleichung im Falle, daß man die y, nicht speziali- 
siert, also von den Lösungen (26) ausgeht, so zu verstehen ist, 


1) W. Gordon, Ztschr. f. Phys. 48. S. 11. 1928. 

2) Vgl. hierzu und für das Folgende: W. Gordon, Ann.d. Phys.[5] 
2. 8. 1031. 1929. 
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daß auf der linken Seite nur der von den y, freie Bestandteil 
von Wy, yw zu nehmen ist, während der Faktor 4(1+:y,7,)(1+7,) 
wegzulassen ist.!) Für dy,w erhält man auf Grund von (26) 
nach Streichung dieses Faktors oder auf Grund von (29), ent- 
sprechend den möglichen Kombinationen zwischen den Lö- 
sungssystemen I und II, die Ausdrücke: 


1s (U,*’ U, + V) 
Y,Yı = (Un Un + Vir Viz) 
| zu + p» (l— m)) 
= (Un Uy + Viz Vi) 


v—1 v—ı 
Für den durch die Winkelabhängigkeit bedingten Teil des 
Normierungsfaktors ergibt sich durch Integration über + und y 
aus den beiden ersten Ausdrücken die Formel 
1 d-m-N! 
Novo 
während der dritte Ausdruck verschwindet. Die radiale Inte- 
gration läßt sich im Anschluß an Gordon (a. a. O.) elementar 
ausführen, wenn man für U und V die Reihenentwicklung, 
für U’ und V’ die Integraldarstellung der F-Funktionen ein- 
führt; man gewinnt so die Beziehung: 
F 1 
L[m-j+1 4E’n EnrEl' 
Im folgenden soll lediglich der Photoeffekt aus der K- 
Schale untersucht werden; in diesem Falle ist » —7 =0, 
=1,E = E,j [wegen (30c)], also Y,, nr = 0; X, = 0; X, = 2. 
Man erhält zwei Wellenfunktionen, entsprechend den beiden 
magnetischen Niveaus des Grundzustandes, wenn man in (26) 
[bzw. (29)] m = 0 und m =—1 setzt: 


(31b) (N,?)1, 0 = 


| w, = + Voly, sin Fetv— y, cos #)} 
a) | -(1+47,7,)(1+7,); 
w, ={U, + Voly, cos # + y, sin 


“a +47, 72) (1 + 


oy = 


: 
| 
on 
= 
| 
3 
Em 
| 
f 
| 
a 
. a. O. 
1) Vgl. F. Sauter, a. = 
: 


F. Sauter 


AG, 


32 b) Vi= 2 VE, (1+ jo) AE, aZ 


Im Falle E, < E (positiv kontinuierliches Spektrum) ist k 
rein imaginär und soll gleich k = ix gesetzt werden; dann ist 

E, 
l. (23)], E= ——— 
Der } ER läßt sich genau wie bei Ba (a. a. 0.) 
berechnen. Der durch die Winkelabhängigkeit bedingte Teil 
Nj, ergibt sich wie beim diskreten Spektrum [vgl. (31a)]; zur 
Berechnung von |N,|? mögen die Funktionen U und V auf 
die x-Skala bezogen werden: 


U= V= [Vides 


[wegen (30c)]. 


Der Integrand läßt sich vermöge der Differentialgleichungen (27) 
auf die Form bringen 


1 1 d 


so daß man für das Doppelintegral den Ausdruck 


r? (U* (x’) V (a) — V*(x’) L (*)),, 
erhält. Führt man hier die asymptotischen Werte für U 
und V ein (vgl. Gordon, a.a. O.), so ergibt sich in üblicher 
Weise 
a6 
Töj+iy 
Für die Berechnung von (25) wird außerdem der yunbelische 
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Wert von w mit dem Exponentialfaktor e‘*" benötigt. 
lautet wegen (30) nach Gordon 


eirr 
V ot ( IT(-n+)) +” ’ 


(Qixy~ "74 


on 
4 
Il 


gültig für beide Systeme I und II. 

Nach diesem Exkurs über die Wellenfunktionen des un- 
gestörten Problems soll nun an die weitere Berechnung der 
gestörten Funktion (25) gegangen werden. Zu diesem Zwecke 
ist es notwendig, auf Grund von (25) bzw. (29) einerseits, (32) 
andererseits die Stromkomponenten yy, y, für die ver- 
schiedenen möglichen Kombinationen zu berechnen: Man 
erhält für die Übergänge 


+1 ,-im+) 


+ sin #P7 m) |, ‘ 


U,P, e 


+1, -im+l)gp 
+iU,*V,[—cos# ie 


m) 


1s Ws Pre” im? (| — m) 
+4U,*V,[— cosh P}_, 


*™? m) 


Hierbei wurde der Normierungsoperator 4(1 + 77, 7,)(1 + 7,) 
weggelassen. Die g-Integration über wy, w, ei läßt sich 
sofort berechnen; führt man die Abkürzungen FEN ‘ 


be 
| 
| 
(33) 
k 
st 
} 
).) 
il 
ir 
if 
a 
2 
= 
ER 
eu 


- ani U,P.-ı+ U*V, P,cos 9) 
sin 
A, = 2ai P, + U,*V, Pı-ı cos 9) 
- ei dr sin 
ani U*V, P,' sin dr sin 


I 


I 


ant U, *V, Pi-ı sin dr sin 

so erhält man unter Verwendung des öd-Symbols Be 

l,m=0 

to. m $0 

und unter Beriicksichtigung der Definition ead = Kugel- 

funktionen mit negativem oberen Index 

d- mM! 

+m)! ~¢ 


m =(—)" 
für die Störungsintegrale 


SB =— A,öm+1)+A,(l- 1) d(m— 1), 
f — A, + 1)— + 1)d(m— 1), 


3 1¢+1) 
1 

Pury — 4,15 (m) — A, + 2). 
Nun ist die Summation nach m ausführbar; m tritt in (25) 
außer in der gegebenen Abhängigkeit in den Störungsintegralen 
noch im Normierungsfaktor N, we und in der Winkelabhängig- 
keit der Funktion was auf. Das Resultat der Summation läßt 
sich auf eine einfache Form bringen, wenn man folgende Ab- 
kürzungen einführt: 


46 
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- N, P+ Veo — A, Pi}, 
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1 
2 2 
14, + 3 
B 
1-1 1+1 
- {4, P, Ti+) 
ieA 
G, = 48 
A 
erhält nach kurzer Rechnung wegen (26) ee 


(1 + 47, 72) (1 + 
= {(F, + — 7, 75(F, + G, 
+7, (F, 
(1 47, 72)(1 + 
bzw. im Anschluß an (29) in Matrizenschreibweise 


(36) 


i(F,e-iv + G, 

— + G, ei P) 
) 

i(F, +6,eP) 
i(F,  +G,e-%9) 

(F,eiv +G,e-*%) 

Y= 2 
— (F, + G, e~ 
+G,e-t®) 


Y, und %, stellen, um es nochmals zu wiederholen, die 
Wellenfunktionen der aus den beiden magnetischen Niveaus 
der K-Schale emittierten Photoelektronen dar. 

Bis hierher wurden die Formeln ohne Vernachlässigungen 
abgeleitet. Die weitere Berechnung der 4, (nach (34)) und 


P; 
’ 
n 


damit der Größen F, und G, (nach us last sich jedoch nicht 
mehr, wenigstens in geschlossener Form, streng durchführen. 
Dies wird in erster Linie dadurch verhindert, daß der 
Summationsindex / in (35) außer als Index in den Kugel- 
funktionen noch in der Verbindung j = Yl?— «?Z? auftritt, 
Ein Entwickeln dieser Größe nach Potenzen von «?Z? und 
Abbrechen der Reihe ist nur für kleine Werte von Z ohne 
merklichen Fehler zulässig. Andererseits ist es für leichte 
Atome fraglich, ob man ein K-Elektron nach dem Schema 
eines Wasserstoffelektrons behandeln und mit den Wasserstoff- 
eigenfunktionen rechnen darf, da doch bekanntlich nur für 
schwere Atome die Coulombwirkung des Z-fach geladenen 
Kerns die durch die umgebende Elektronenhiille bedingte 
Störung hinreichend überwiegt. Für schwere Atome wird 
jedoch &«?Z? vergleichbar mit 1, so daß eine Näherung ; ~/ 
bereits einen beträchtlichen Fehler des Resultates bedingt. 
Aber auch im Falle, daß man j durch / ersetzt, läßt sich 
die im I. Teil entwickelte Methode nicht zur vollständigen Be- 
rechnung der F, und G, anwenden. Von den 6 Integralen 
von (34) lassen sich nämlich nur 4 nach dem Schema der 
Gleichungen (13) bis (15) umformen (eventuell — wie im 
I. Teil — durch Differentiation nach den Konstanten k, und q), 
die zwei letzten, nämlich die mit den Integranden U* V, P, cos # 
und U,*V, P} sin #, also A, und A,, lassen sich nur durch 
Integrationen nach den Konstanten k, und q berechnen. Diese 
Differentiationen bzw. Integrationen haben offenbar den Zweck, 
zu erreichen, daß das Integral J, gegeben durch (13), nach 
Ausführung der Integrationen über r und § nur die zwei Ver- 


zweigungspunkte in der 7-Ebene an den Stellen 7 = m +3 


als singuläre Punkte besitzt und daß der Pol im Unendlichen 
verschwindet. Dieses Ziel läßt sich, wie gesagt, bei zwei 
Integralen von (34) nur durch Integration nach den Kon- 
stanten q und k, erreichen; eine solche Integration am 
Resultat (15) in geschlossener Form auszuführen erscheint 
jedoch schlechterdings unmöglich. 

Ein weiterer Grund, der die Anwendung der im I. Teil 
gegebenen Methode illusorisch macht, besteht darin, daß sich 
nicht restlos Ausdrücke von der Form (11) erzielen lassen, daß 
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vielmehr in den meisten Summen noch ein !, bzw. ähnliche 
Größen als Faktoren auftreten, die eine Aufsummierung nach _ 
dem Fouriertheorem verhindern. 

Da demnach eine strenge Durchrechnung des Problems 
in geschlossener Form unmöglich erscheint, ist man gezwungen, 
sich mit einer Reihenentwicklung zu behelfen. Es sei hier 
darauf hingewiesen, daß sich die Integrale (34) ausführen 
lassen, wenn man ei@rcos# jin eine Reihe entwickelt, also die 
Methode anwendet, die in A und B durchgeführt wurde. Die 
Integration nach r läßt sich dann für ein beliebiges Reihen- 
glied streng durchführen und ergibt eine hypergeometrische 


2541; 


Die Integration über # läßt sich ebenfalls elementar aus- 
werten, allerdings kann man keinen geschlossenen allgemeinen 
Ausdruck für 


f (cos #7 - Py(cos #) sin 
0 


angeben. Prinzipiell kann man also die A, und damit die F, 
und G, mit beliebiger Genauigkeit ausrechnen, sobald man nur 
genügend viele Reihenglieder berücksichtigt; offenbar geht die 


Entwicklung wie in A nach steigenden Potenzen von ? = =. 


Szezeniowski hat in seiner Arbeit die Entwicklung bis zum 
Glied mit 4° durchgeführt. 

Eine Durchrechnung des Problems nach dieser Methode 
und damit eine Richtigstellung der Ergebnisse von Szczeniowski 
wurde vom Verf. nicht durchgeführt. Hier mögen jedoch noch 
einige andere Fragen besprochen werden, die mit dem vor- 
liegenden Problem eng zusammenhängen. Er 

Es dürfte vielleicht einiges Interesse besitzen, zu unter- 


suchen, ob der Nenner 1 — — cos ”+ Wie? der bei nicht- — 
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relativistischer aufgetreten ist, auch bei relativi- 

-_ gtischer Rechnung ein Analogon besitzt. Dies ist in der Tat 

ix 3 der Fall; die Umformung der Ausdrücke A, (34) nach dem 
Schema (13)—(15) ergibt einen Nenner 
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der, genau wie im I. Teil durch die exponentielle r- r-Abhiingig- 
keit im Störungsintegral bedingt ist.’) Dieser Ausdruck läßt 
sich auf Grund der photoelektrischen Gleichung leicht verein- 
u fachen; bei Anregung aus der K-Schale gilt wegen (24) 
hv= — E,Y1- e?Z? 

wegen x = AEß (vgl. (23)), und k,=AE,«Z ist der 
= Nenner streng gleich 

EB hv ea? Z? 2 


= Ausdruck unterscheidet sich von dem nichtrelativistischen 
äußerlich durch das Fortfallen des Gliedes hv/2uc?, dessen 
Richtigkeit, da es mit v?/c? geht, sowieso bei nichtrelativistischer 
Rechnung in Frage gestellt ist. Ferner tritt an die Stelle der 


nichtrelativistischen Geschwindigkeit, die aus hy —E, 


gu bestimmen ist, die Geschwindigkeit, die sich aus der 
relativistischen Formel (24a) ergibt. Wenn man auch natürlich 
aus dem Auftreten des Nenners (1 — ßcos ı#) bei der relativi- 
stischen Rechnung und seiner Ähnlichkeit mit dem Nenner der 
nichtrelativistischen Rechnung keine besonderen Schlüsse ziehen 
darf, so ist Verf. doch geneigt, darin den Grund dafür zu sehen, 
daß die bei großen Geschwindigkeiten (8 ~ 0,6) gefundenen 
Resultate von E. Lutze (a. a. O.) sich auch durch die nicht- 
_ relativistische Formel befriedigend erklären lassen. 

| Weiter kann man nach der Intensität des auslaufenden 
_ Photostromes fragen. Man könnte versucht sein anzunehmen, 
daß sie sich wie im nichtrelativistischen Fall aus der Ladungs- 
‚dichte #y, W berechnen läßt?); diese Annahme ist jedoch nicht 


1) Das k, entspricht dem 6 des ersten Teiles. 
2) In dieser Weise wurde von Szezeniowski die Intensitäts- 


Ato 


rich 
erg 


woh 


bes 


und 


also 
die 

Mo1 
kön 
mit 
rest 


| 
4 
Lok, = 
i 
Die 
Met 
sen 
| 
mal 
st 
gült 
“i 
. 
= 
= 
x 


tivi- 
Tat 
dem 


igig- 
läßt 


rein- 


; der 


Atomarer Photoeffekt b. großer Härte d. anregenden Strahlung 245 


richtig, wie nun gezeigt werden soll. Die Stromkomponenten 


S,=ecicWy Ww, 


wobei div S += 7,” 0 ist. Der radial auslaufende Photostr om 


besitzt ‘die Intensität 


Dieser Ausdruck läßt sich noch EEE nach einer ae 


Methode, die gleichzeitig auch erkennen läßt, daß die zu S, $ 
senkrechten Stromkomponenten S, und S_ in großer Entfernung te 
vom Atom verschwinden. Auf Grund der Diracgleichung kann ER 
man im Anschluß an Gordon!) die Beziehung ableiten (vgl. oben) ao 
$= evc Py = — 
eic [m Ov ay ais 


gültig für »=1,2,3, wobei der Spinvektor o definiert ist durch En c 


1 1 
GR 


und %, für große r asymptotisch die r-Abhängigkeit 


also besitzt ein Ausdruck von der Form Wy, W oder Vo, 
die Abhängigkeit 1/r”. Daher gehen die dem magnetischen 
Moment entsprechenden Glieder von S, sicher mit 1/r und 
können daher asymptotisch weggelassen werden. Das Glied 
mit A, fällt weg als Glied höherer Ordnung in A. Für die 
restlichen Glieder kann man schreiben: 


ay 
or 
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1) W. Gordon, Zitschr. f. Phys. 50. 8.630.1928. = 
4 


womit gezeigt ist, daß in der Tat nur S, mit 1/r? geht, 
während S, und S, mit 1/r® gehen und daher in großer Ent- 
fernung gleich Null gesetzt werden können. Für S, selbst 
ergibt sich wegen (23) 


die Intensität des radialen Stromes bestimmt sich demnach 
nicht aus der Dichte #y, %, sondern aus der davon ver- 
schiedenen Größe # %. Der Unterschied zwischen beiden 
besteht offenbar darin, daß nach (26) im ersten Ausdruck die 
Größe U*U + V*V, im zweiten U*U —V*V auftritt; da U 
größer 
als V ist, wird bei nicht zu großen Elektronengeschwindig- 
keiten V* V gegen U*U zu vernachlässigen sein, so daß die 
beiden Ausdrücke #7, Yund W W in dieser (nichtrelativistischen) 
Näherung ineinander übergehen. Für große Geschwindig- 


wegen (30a) im wesentlichen um den Faktor 


keiten wird dieser Faktor jedoch vergleichbar mit 1 (z. B. für 


ß = 0,6 wird / Ek 3), so daß ein wesentlicher Unter- 
0 


schied zwischen und #% besteht. 

Mit der eben gebrachten Umformung für S, ist übrigens 
auch der Nachweis erbracht, daß die obigen Rechnungen 
wirklich zu einer auslaufenden Welle geführt haben, da ja 
WW wesentlich positiv ist. 

Berechnet man auf Grund von (36) die auslaufenden Ströme, 
erhält man mit den Abkürzungen 


+ F,F,* - —F Ft 
+ G, G,* G, G,* G,G,* G, G,* 
=R(F, G,*+ F,G,* — F,G,* — F,G,), 


.G,* + F,G,* — F,G,*— F,G,*) 
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(H +Kcos2y +Msin2q), 
(38) 
Ss, = + Kcos2q —Msin2¢q). 
Das dritte Glied + Msin2q wird offenbar durch die ver- 
schiedene Wechselwirkung des elektromagnetischen Feldes mit 
den beiden parallelen Spinrichtungen des Grundzustandes 
bedingt. Merkwürdigerweise verschwindet es sowohl in der 
Schwingungsebene des elektrischen als auch in der des ma- 
gnetischen Vektors; wie dieser Umstand und überhaupt das gr 
Auftreten dieses Gliedes physikalisch zu deuten ist, ist unklar rs 
Im Falle, daß die beiden Niveaus nicht aufspalten, also en 2 
bei Abwesenheit eines äußeren Feldes ergibt sich der Photo- ¥ 
strom als Mittel aus S, und S,,: 


S = — (H+ K cos 2 
(H+ IX cos 2 = 
Er setzt sich somit aus einem Roi und einem anisotropen 
Bestandteil zusammen; beim Ubergang zu kleinen Geschwindig- 
keiten muB der erste Teil offenbar verschwinden, da in diesem 
Falle der Ausdruck für S, in die entsprechende nichtrelativi- 
stische Formel übergehen muß, also 
lim (H — K) = 


p>0 


K+2K cos* ¢). 


Im Falle der Auslösung von Photoelektronen durch un- 
polarisiertes Licht (Mittelung in (38) über g) werden die beiden 
Photoströme 


Te yr? Vi 

die Verschiedenheit in den Intensitäten der Photoströme aus 
den beiden Grundniveaus verschwindet. 


Für die Anregung zu dieser Arbeit, sowie für sein Interesse 
an ihrer Durchführung bin ich Hrn. Professor A. Sommerfeld 
zu großem Dank verpflichtet. 

Mein Dank gebührt ferner der Österreichisch-Deutschen 
Wissenschaftshilfe, die mir durch ein Stipendium den Auf- 
enthalt in München ermöglichte. 
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Zusammenfassung 


Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit wird eine Methode 
angegeben, die es ermöglicht, bei (nichtrelativistischer) Rechnung 
in Polarkoordinaten die Wellenfunktion eines auslaufenden 
Photoelektrons in geschlossener Form anzugeben. Im speziellen 
wird nach dieser Methode die Photoemission aus der K- und 
 L-Schale berechnet; die entsprechenden, von A. Sommerfeld 
und G. Schur abgeleiteten Formeln ergeben sich daraus als 
erste Näherung (für relativ weiche anregende Strahlung). 

Im zweiten Teil wird die relativistische Theorie des Photo- 
effektes im Anschluß an die Diracschen Gleichungen entwickelt 
und so weit durchgeführt, als es streng und in geschlossener 
Form möglich ist; die weitere Durchrechnung des Problems 
kann auf Grund einer Reihenentwicklung mit beliebiger Ge- 
nauigkeit durchgeführt werden. Ferner wird eine Arbeit von 
8. E. Szezeniowski über das gleiche Thema diskutiert, wobei 
sich herausstellt, daß gegen diese Arbeit eine Reihe von schwer- 

wiegenden Einwänden erhoben werden muß.!) 


1) Zusatz bei der Korrektur: Ein nach Abschluß der vorliegenden 
Arbeit erschienener Aufsatz von T. Muto (Scient. Pap. Inst. Phys. Chem. 
Res. Tokyo, 15. S.111. 1931) über den Photoeffekt nach der Diracschen 
Theorie unterliegt im wesentlichen den gleichen Einwänden wie die 
Arbeit von Szezeniowski. 
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In einer ausführlichen Experimentalarbeit von R. Laden- _ 
burg und W. Tietze’) ist diese Frage bejahend mit einer 
Entschiedenheit beantwortet worden, die meines Erachtens in 
einem großen Widerspruch mit dem tatsächlich ‚gebotenen 
Beobachtungsmaterial steht. Den Schluß dieser Arbeit bilden 
die Worte: 

„So wirken die rein elektrischen Kräfte und die Wind- 
strémungen zusammen und erzeugen die überraschend schnelle 
und nahezu vollständige Entfernung der verschiedensten Staub- 
arten aus den strömenden Abgasen, die mit stetig wachsendem 
Erfolge in vielen industriellen Anlagen Verwendung findet, 
zugleich zum Nutzen der Betriebe und zum Heile der 
Anwohner.“ 

Da sonach die Frage, auf welchen physikalischen Er- 
scheinungen diese bedeutsame Erfindung beruhe, von all- 
gemeinem Interesse ist, soll im folgenden vor allem versucht 
werden, zu entscheiden, ob der elektrische Wind denn nun 
wirklich mithilft, den elektrischen Reinigungsgrad einer solchen 
Gasreinigungsanlage zu verbessern. 

Es stehen einander zwei Auffassungen gegenüber: 

1. Die eine, von mir seit 1922 vertreten?), faßt die 
Wirkungen der Gasströmung und der Strömung durch elek- 
trischen Wind als eine allgemeine Durchwirbelung des Gases 
auf, die, statistisch betrachtet, den Abscheidungsvorgang im 


1) R. Ladenburg u. W. Tietze (Mitteilung aus dem KWL), 
Ann. d. Phys. [5] 6. S. 581. 1930. 
2) W. Deutsch, Ann. d. Phys. [4] 68. S. 335. 
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positiven Sinne ebenso beeinflußt, wie im negativen, so daß 
man, ebenfalls wieder statistisch betrachtet, diesen Strömungen 
nur die Rolle einer jederzeit gleichmäßigen Verteilung der 
Teilchen im Gasraum zuschreiben kann.!) 

Der Vorgang spielt sich dann so ab, als ob sich über 
die ungeordnete, durch den elektrischen Wind hervorgerufene 
Bewegung der Staubteilchen, die gerichtete, von den elektro- 
statischen Anziehungen herrührende Bewegung überlagern würde, 

Diese Auffassung kann selbstverständlich nur bei jenen 
Apparaten realisiert sein, die ähnlich konstruiert sind, wie 
diejenigen der elektrischen Gasreinigungstechnik, während z. B. 
bei der offenen Anordnung: Spitze—Platte diese Betrachtung 
ihren Sinn verliert.?) 

2. Die zweite, in der kürzlich erschienenen Arbeit von 
R. Ladenburg und W. Tietze°) vertretene Auffassung be- 
streitet, daß die Strömung des elektrischen Windes die Ab- 
scheidung im gleichen Maße begünstige, wie verhindere; die 
Begünstigung überwiege bedeutend, so daß der Eindruck er- 
weckt wird, die Wirkung der elektrischen Gasreinigung sei in 
erster Linie dem elektrischen Wind zu verdanken. 

Beiden Auffassungen gemeinsam ist die Spaltung der 
Bewegung in eine rein elektrische und in eine vom Wind 
ausgelöste, konvektive. 

Ladenburg und Tietze versuchten diese konvektive 
Bewegung genau zu messen und setzten die gefundenen teil- 
weise relativ hohen Geschwindigkeiten in Parallele mit den 
weit geringeren der elektrostatisch ausgelösten, Stokesschen 
Relativgeschwindigkeiten. Während sie aber auf der einen 
Seite die Potentialströmung der komvektiven Bewegung in den 
Kreis ihrer Betrachtung zogen, vergaßen sie auf der anderen 
Seite die durch die elektrostatischen Kräfte hervorgerufenen 
Relativbahnen der Staubteilchen innerhalb der Potentialströmung 
genauer zn verfolgen; sie stützen ihre Beweisführung nur auf 
jenes Geschwindigkeitsverhältnis, während die Relativbewegung 
nur allgemein angedeutet wird: „Der elektrische Wind kann 
die Teilchen nur bis in die Nähe der Wand befördern, hier 


1) W. Deutsch, Ann. d. Phys. [4] 68. S. 343.1922, | 
2) W. Deutsch, Ann. d. Phys. [4] 76. S. 729. 1925. 
3) R. Ladenburg u. W. Tietze, a. a. 0. 
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B würden die Teilchen unbedingt gebremst oder abgebogen 
n werden wie die Windströmungen selbst, wie wir in § 4 sahen 
er — wenn sie nicht durch die elektrostatischen Kräfte von der 
Wandelektrode angezogen und festgehalten wiirden.“!) Hier 
er beginnt aber das eigentliche Problem und es ist, selbst wenn 
1e alle Ergebnisse der Arbeit von Ladenburg und Tietze den 
0- praktischen Verhältnissen entsprechen würden — wovon noch 
e. die Rede sein wird — aus diesen Ergebnissen niemals der 
n Schluß zu ziehen, daß die günstigen Wirkungen der elektrischen 
ie Windströmung gegen die ungünstigen überwögen. 
B. Ein solcher Schluß würde von vornherein den praktischen 
ng Ergebnissen*) von Laboratoriums- und Betriebsversuchen wider- 
sprechen, weil die ohne Mitwirkung des elektrischen Windes 
on berechneten?) Abscheidungsmengen den gemessenen völlig 
e- gleichkommen und somit kein unerklärter Rest für eine weitere 
b- physikalische Ursache iibrigbliebe*); mit anderen Worten: die 
lie elektrische Gasreinigung müßte wirksamer sein, als sie in 
T- Wirklichkeit ist. Daß die Schlußweise von der höheren 
in konvektiven Geschwindigkeit auf die bessere Abscheidung nicht 
stichhaltig sein kann, folgt schon aus der bekannten Er- 
ler scheinung®), daß der bei der Spitzenentladung entstehende 
nd elektrische Wind mitgeführte Staubteilchen zwar sehr rasch 
an die Plattenelektrode bringt, wo sie aber noch keineswegs 
ve abgeschieden werden; erst nachdem diese Staubteilchen längere 
il- Zeit radial längs der Plattenelektrode mit abnehmender Ge- 
en schwindigkeit fortgeblasen worden sind, scheiden sie sich in 
en einer ringförmigen Zone ab. 
en Wenn nun auch die von Ladenburg und Tietze an 
len ihren Versuchsapparaten festgestellten Verhältnisse keineswegs 
‚en denen der Praxis entsprechen — fehlt doch beispielsweise 
en der Einfluß der axialen Gasgeschwindigkeit, der in der Größen- 
mg | ordnung von 1 m/sec liegt — so könnte man doch auf Grund 
vuf der dort angegebenen Zahlen versuchen, eine plausible, den 
ng 
on 1) R. Ladenburg u. W. Tietze, a. a. O., S. 612. 
ier 2) Ausgeführt im Laboratorium der Lurgi Apparatebau-Gesellschaft 
m. b. H., Frankfurt a. M. 
3) W. Deutsch, Ztschr. f. techn. Phys. [6] 9. S. 432. 1925. 
1) W. Deutsch, Ann. d. Phys. [5] 4. S. 827. 1930. 
5) W. Deutsch, Ann. d. Phys. [4] 76. S. 729. 1925. 
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Kontinuitätsgesetzen gehorchende Annäherung für dieStrömungs- 
linien des elektrischen Windes anzusetzen und die zeitlich auf- 
einanderfolgenden Abscheidungen aus jeder Strömungslinie 
einzeln zu verfolgen. Es muß sich dann eine Abscheidungs- 
kurve: A =f (t) ergeben, die mit derjenigen zu vergleichen ist, 
die ohne Zusatzwirkung des elektrischen Windes zustande 
kommt. Dieser Vergleich soll im folgenden zunächst durch- 
geführt werden: 

Das Bild, das wir uns nach Ladenburg und Tietze 
von der elektrischen Windströmung zu machen hätten, wird 
dadurch charakterisiert, daß: „nie zwei Glimmpunkte einander 
gegenüber auf beiden Seiten des Drahtes liegen und daß auf- 
einander nicht allzu dicht folgende Glimmpunkte im allgemeinen 
nicht untereinander liegen, sondern um größere Winkel längs 
des Drahtes gegeneinander versetzt sind, also stets so, daß 
der von einem Glimmpunkt ausgehende elektrische Wind 
die von dem anderen angesaugte Luftstrémung (den „Sog“ 
möglichst wenig stört“.') 

Jedem Glimmpunkt entspricht mithin ein scheibenförmiger 
zylindrischer Raum, in dem sich — wir wollen voraussetzen 
unabhängig von den Nachbarscheiben — eine selbständige 
ungestörte Potentialströmung ausbildet. Offenbar genügt es, 
die Abscheidung in einer einzigen solchen Scheibe zu betrachten 
und das Strömungsfeld darin zylindrisch anzunehmen. 

Da wir den Verlauf der Strömungslinien nicht kennen 
und selbst, wenn es der Fall wäre, die mathematische Durch- 
dringung sehr schwierig sein würde, so wollen wir das 
Strömungsbild idealisieren, dabei aber gewisse Werte Laden- 
burgs und Tietzes zugrundelegen, wobei noch das Kon- 
tinuitätsgesetz erfüllt werden muß. 

Demzufolge entströme der Spitze in einem Winkelbereich 
von 2«, der elektrische Wind und ströme ihr mit entsprechend 
verminderter Geschwindigkeit im Winkelbereich 22 — 2a, 
wieder zu (Fig. 1). In Anlehnung an Ladenburg und Tietze 
seien folgende mittlere Zahlen genannt: Mittlere Geschwindig- 
keit des ausstrémenden elektrischen Windes etwa 30 cm/sec; 
mittlere Geschwindigkeit des rückströmenden Windes etwa 
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1/, bis 1/,, also rund !/, davon d.i. 4,3 cm/sec. Daraus würde 
mit Rücksicht auf die Kontinuität der Strömung folgen, daß 
der Einströmungswinkel im Mittel '/, des Rückströmwinkels, 


also etwa =a = 45° betragen wiirde; nun wurde aber fiir 


diesen Winkel, allerdings bei Verwendung eines einzigen 
Sprühpunktes, etwa der doppelte Wert gemessen.!) Die beiden 
gemessenen Werte der Rückströmung und des Einströmwinkels 
würden 


einander widersprechend sein; um sie auszugleichen sei ein 
mittlerer Wert zwischen 45 und 90° mit Im 72°, also 


«, = 36° angenommen; das oben erwähnte Verhältnis zwischen 
Strömung und Rückströmung beträgt also dann 4:1. 

Jeder der vom Sprühpunkt S ausgehenden infinitesimalen 
Stromröhren (Fig. 2) dw möge sich erst — dem Winkel da 
gemäß — verbreitern, wobei die Geschwindigkeit, die bei S 
unendlich groß ist, entsprechend bis zum Radius o auf den 
Wert u, absinkt: 


(1) “u=u— 


dann verlaufe die Strömung längs eines im Querschnitt do 
gleichbleibenden, kreisförmigen, konzentrischen Kanals, worauf 
die Rückströmung entsprechend dem Winkelelement df erfolgt. 
Fir «=0 ist auch 9 = 0, für «=«, ist o=r, gleich dem 
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Radius der äußeren Elektrode. Wir machen die einfachste 
Annahme, nämlich: 


(2) 


in der diese sind und die daß 
der betreffende elektrische Windstrahl an der äußeren Elek- 
trode um so näher vorbeifließt, je mehr er sich der mittleren 
Sprührichtung (« = «,) nähert. 

Die sekundlich in einen Kanal — wir betrachten in 
Zukunft nur die eine Hälfte der Fig. 1 — einströmende Gas- 
menge: ou, d« muß gleich der den Querschnitt do des Kanals 
sekundlich mit der Geschwindigkeit u, durchfließenden Menge 
u,do sein, woraus folgt: 


also ist die Durchfußgeschwindigkeit. in allen Kanälen FERN: 
In ähnlicher Weise wird die Geschwindigkeit u, der Rück- 
strömung gefunden; es ist: 


edpu,= 
Aus Fig. 2 ergibt si 
für = 


fir@a@=a, ist P=a—a,. 
Wir stilisieren den Vorgang wieder in der einfachsten 
Weise derart, daB das Riickstrémungsbild ein getreues, nur 
entsprechend gedehntes Abbild der Einströmung ist, so daß 
man hat: 


(6) p= 

Dann folgt aus (4) und (2): 

“0 do da ru, 

(6) Q da ap 


Im Augenblick t = 0 möge nun der gesamte Scheibenraum 
gleichförmig erfüllt sein von 
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der Dichte 1, d.h. der Flächenraum, den sie erfüllen, sei 
gleichzeitig ein Maß ihrer Menge. Sie strömen mit dem 
elektrischen Wind zunächst in die Kanäle, werden diesen 
allmählich senkrecht zu deren Längserstreckung durch die 
wirkenden elektrostatischen Kräfte entzogen und scheiden 
sich nach einer gewissen Zeit an der Innenseite der Zylinder- 
wandung ab. Im allgemeinen wird auch ein gewisser Teil in 
die Rückströmung (f) gelangen und von dort noch ein oder 
mehrere Male der Einströmung (@) zugeführt werden; wir 
wollen jedoch hier die vereinfachende Annahme machen — 
die ja die zu berechnende Abscheidezeit noch verkürzt — 
daß sämtliche in die Kanäle wandernden Schwebeteilchen von 
dort auch wirklich abgeschieden werden. 

Zur Zeit t=O enthält der Kanal „do“ die Menge: 
o(@ + ß)do; diese Menge muß zunächst abgeschieden werden; 
ist das geschehen, so kommt aus dem betreffenden Strom- 
röhrenreservoir (d a + d 8) weiterhin sekundlich die Menge u, do 
so lange zur Abscheidung, bis jenes Reservoir erschöpft ist; 
die Abscheidungsfunktion besteht demnach aus zwei Termen, 
von denen wir den ersten, die im Kanal do zur Zeitt=0 
angehäufte Menge, „Füllung“ und den zweiten „Nachfluß“ 
nennen wollen. 


Die Füllung wird abgeschieden nach einer Zeitr = —t, 


wo c den mittleren Wert derjenigen Geschwindigkeit bedeutet, 
die den geladenen Teilchen vom elektrischen Feld entgegen 


(7) 


Umgekehrt kommt nach der Zeit r der dem 
sprechende Kanalinhalt zur Abscheidung, wo: 


(8) 
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Die gesamte Füllungsmenge, die bis zum Zeitpunkt t=r zur 
Abscheidung gelangt, ist demnach: 


(9) (1 dt = 


T 


wobei sinngemäß die Integrationsrichtung von r bis zu der 
zurückliegenden Zeit 0 zu erstrecken ist, 5 


Die gesamte F üllung ist demnach: (für t= +) 


Nachdem die Zeit r verstrichen ist, gelangt der Nachfluß mit 

einer sekundlichen Menge von u,de = u«, do=ru.de zur 

Abscheidung und zwar nur solange, bis er erschöpft ist; dieser 

Nachfluß hat nach (5) und (2) die Größe: 

2da 2 2 


a, a, 


so daß die dem Stromfaden & entsprechende Erschöpfungszeit 


(11) T = 


beträgt; nac 


(12) 


ist also der Abscheidungsvorgang aus dem Stromfaden («) 
beendet. 

Bis zum Ablauf der Zeit r würde der Nachfluß aus dem 
Stromfaden (a) auf die Größe ru,.rd« angewachsen sein, 
vorausgesetzt, das Reservoir würde diese Menge noch enthalten; 
unter der gleichen Voraussetzung beträgt die gesamte aus dem 
Nachfluß bis zur Zeit r abgeschiedene Menge: 


u.ca, 


a 0 
(13) Ratu, rde=—ca,u, | rdr= 


Im ganzen [G]. (9) und (13)] verläuft also die Abscheidung bis 
zum Zeitpunkt r folgendermaßen: 
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Die ersten Anzeichen der Erschöpfung beginnen zu einem 


entspricht: 
= = u 
(15) (1 a). 
c c 


Die Abscheidung ist ferner beendet nach einer Zeit, die dem 
größtmöglichen Wert dieser Zeit T + r entspricht, also ent- 
weder fir «=0 oder =«,; es ist mithin zu vergleichen: 


r 
=— mit rt, = 
c 3 2u, 


Zur Auswertung der Ergebnisse ist noch der Begriff der 

„mittleren Geschwindigkeit des elektrischen Windes“ notwendig; 

da in allen Teilen des Flächenelementes g(a, — «)do die 

gleiche Geschwindigkeit u, herrscht, so ist diese mittlere Ge- 

schwindigkeit, wie aus (1) und (2) hervorgeht: 
r 


r 
- on de ( -£)a¢ 
0 0 


£ 


u, = = 
f o(a,— o)de a, f (2 
« 
0 
oder 


Wir setzen nun Zahlenwerte ein; es ist: 


7 - 
u,, = 30 cm/sec; = r= 15cm; = 3 cm/sec). 


Man erhält: 


Il 


1 10 cm/sec; u, = 2a = 6,28 cm/sec, 
M = 235/1 — (1 — 0,2 + 9,42 7?, 
tain = 5(1 — 4) = 3,33 sec, id 

=5sec; +, = 3,75 000; 


Pr 


1 
Die Abscheidung ist daher nach 5 sec beendet. 


1) W. Deutsch, Ann. d. Phys. [5] 6. S. 827. 
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Die Abscheidungsfunktion M in Fig. 3 (a), 


‘ wobei der Endwert a = 354 mit dem Werte für iin an- 
nähernd durch ein Kurvenstiick verbunden ist. 
400 T | 
I 
200 
100 
3 1 
= f 
7 2 3 4 5 I 
Zeit in Sekunden —> ( 
a = Abscheidung ohne Berücksichtigung des elektr. Windes 
b= „ mit e 
c= aus ungeordneter Strömung 
Fig. 3 
Nun wollen wir mit diesem Vorgang vergleichen die rein ‘ 
elektrostatische Abscheidung ohne Beriicksichtigung des elek- F 
trischen Windes: ‘ 
Die Menge des halbkreisférmigen Flächenelementes der i 
Dicke do wird nach der Zeit: I 
222 
€ 
- an der Zylinderelektrode abgeschieden; umgekehrt kommt nach j 
der Zeit t das durch o gekennzeichnete Flächenelement zur Ab- ‘ 
scheidung, wo 2 
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‘Mit den früher benutzten Zahlenwerten ergibt dies (b): 
M, = 354 — 1,57(15 — Sı)*, 
t, = 5 sec. 


Die fast quantitative Ubereinstimmung der beiden Kurven 
mag als ein Zufall gewertet werden, was sich aber mit groBer 
Deutlichkeit aus den beiden Kurven ergibt, ist die Tatsache, 
daß nur eine sehr eingehende Berücksichtigung des gesamten 
Strömungsverlaufes und der Relativbahnen der Schwebeteilchen 
ein Urteil darüber zulassen würde, ob der Abscheidungsvorgang 
durch den elektrischen Wind verzögert oder begünstigt wird. 

Aus den Ergebnissen der Messungen Ladenburgs und 
Tietzes ist ein solches Urteil keineswegs herleitbar und die 
folgenden Ausführungen werden im Gegenteil dartun, daß eine 
Begünstigung durch den elektrischen Wind auch aus anderen 
Gründen im höchsten Grade unwahrscheinlich ist. 

Man stelle sich doch einmal die Größenverhältnisse einer 
elektrischen Gasreinigungskammer anschaulich vor: Das Gas 
durchstreicht sie in einer Reinigungslänge von im Mittel 4,5 m 
mit einer Geschwindigkeit von 1 m/sec und sie ist (im Gegen- 
satz zu der Versuchskammer Ladenburgs und Tietzes) nicht 
an beiden Enden offen, sondern es führt einerseits zum Gas- 
eintritt eine oft bis 100 m lange Rohrleitung und der Gas- 
austritt erfolgt zumeist nicht ins Freie, sondern in der weitaus 
überwiegenden Zahl der Fälle wiederum durch eine oft lange 
Rohrleitung zu anderen Apparaten; (das Kontinuitätsgesetz 
muß also im elektrischen Reiniger erfüllt sein. Nehmen wir 
nun an, es befänden sich auf 1 m der Sprühlänge 20 Sprüh- 
punkte, so würde das Gas samt den in ihm enthaltenen 
Schwebeteilchen 20 mal in jeder Sekunde einem hochkompli- 
zierten Windströmungsvorgang übergelagert, da es jede 20stel 
Sekunde eine andere Hauptströmungsrichtung hat! Und dabei 
sollte man nicht von einer allgemeinen, statistisch ungeordneten 
Durchwirbelung des Gases sprechen können? Ist es nicht 
gerade nach den Feststellungen Ladenburgs und Tietzes 
wahrscheinlich, daß der größte Bruchteil (#/«) der 20 Strö- 
mungen in Sog-Gebiete fällt? 

Versuche, die Windströmungen zu messen, die von einem 
einzigen Sprühpunkt von einem Draht ausgehen, oder solche, 
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die durch stein ausgelést TER können für die vor- 
er Frage nichts grundsätzlich Neues bringen; es inter- 


_beeinflussenden Spitzen; daher bleiben von den vermeintlich 

= beweiskräftigen Versuchen Ladenburgs und Tietzes einzig 
; i. und allein diejenigen zur Diskussion iibrig, die sich mit 
ip = mehreren Sprühpunkten befassen und die so ausgeführt wurden, 


me im Durchschnitt 5—10 mal so groß, wie ... aus ihrer Maximal- 
5 F ladung im Felde der Coronaentladung durch rein elektrische 
Kräfte berechnet worden ist“. „Allerdings ist die Geschwindig- 
_ keit der Rauchteilchen an einer bestimmten Stelle in der 
_ Kammer nicht stets dieselbe, sogar das Vorzeichen der Richtung 
Kg _ wechselt bisweilen“. „Bei einem Strom von 28-1076 Amp., der 
Br von dem 69 cm langen Draht zur Wand floß,... betrugen die 
gemessenen Geschwindigkeiten im Durchschnitt 20—30 cm/sec, 
die Einzelwerte schwankten zwischen 10 und 50 cm/sec“ „Die 


a gen unsere Messungen keinen Aufschluß. Bisweilen blieb 
die Rauchwolke von einem zum folgenden oder sogar bis zum 
übernächsten Bild, d.h. während '/,, bzw. !/,, sec, anscheinend 
am gleichen Platze, ... bisweilen, allerdings selten, zeigten die 
‘Wélkchen Bewegung zum Draht, wobei Geschwindigkeiten von 
7 bis 15 cm/sec festgestellt werden konnten, bisweilen zeigten 
sogar zwei aufeinanderfolgende Bilder entgegengesetzt gerichtete 
Geschwindigkeiten der Rauchteilchen“ (Versuche machten wahr- 
scheinlich, daß dies einem plötzlichen Wechsel der Stärke oder 
Lage eines Glimmpunktes zugeschrieben werden kann). 


Dies!) sind die wesentlichen, auf die Abscheidung bezüg- 
lichen Versuchsergebnisse, auf die sich Ladenburg und Tietze 
stützen. 
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Abgesehen davon, daß sie nicht der Praxis entsprechen 
weil die Axialgeschwindigkeit unberücksichtigt blieb, die durch- 
schnittlich weitaus größer ist als die gemessenen Geschwindig- 
keiten des elektrischen Windes, können diese Versuche weder 
über das Strömungsbild und noch weniger über die Ab- 
scheidungsverhältnisse eine genauere Aufklärung geben. 

Zu alledem aber sind diese Versuche bei Stromstärken 
erhalten worden, die der Praxis nicht entsprechen, nämlich 
bei etwa ‘*/,,, mA pro Meter Drahtlänge, während bei 
gleicher Dimensionierung der Elektroden in der Praxis in den 
meisten Fällen eine Stromstärke von über !/, mA auf- 
tritt. (Bei konstantem Gleichstrom, wie ihn der mechanische 
Drehstromgleichrichter liefert, sogar oft einige Milliampere pro 
Meter). Bei diesen Stromstärken zählt der Sprühpunktabstand 
nicht mehr nach Zentimetern, sondern höchstens nach Milli- 
metern und eine kontinuierliche Lichthaut umzieht den Draht. 
Will man auch hier die Ladenburg- und Tietzeschen Vor- 
stellungen der nach Sprühpunkten geschichteten Strömungen 
beibehalten, so würde die Gasgeschwindigkeit von 1 m/sec 
den Schwebeteilchen den Aufenthalt in einer Schicht nur 
während etwa '/,,., sec gestatten. 

Die in elektrischen Gasreinigungsanlagen der Praxis beob- 
achteten Sprühvorgänge und die Berücksichtigung der in Wirk- 
lichkeit auftretenden starken Gasströmungen hatten mich bereits 
1922 dazu geführt, die Rolle des elektrischen Windes und der 
Gasströmung einzig und allein darin zu sehen, daß durch diese 
die Schwebeteilchen jederzeit gleichmäßig im Gase verteilt 
werden, so daß die örtlichen Staubdichteunterschiede, die 
durch die elektrostatischen Abwanderungen erzeugt werden, 
stets ausgeglichen sind. Die Formulierung dieser Vorstellung 
ergab ein Exponentialgesetz für die Dichteänderung längs des 
Reinigungsweges, das mit den praktischen Erfahrungen genau 
im Einklang ist. Besonders eindrucksvoll zeigt es sich bei 
Anlagen, die aus mehreren (z. B. 6) hintereinander geschalteten 
Einzelreinigern bestehen; die täglich anfallenden Staubmengen 
werden einzeln gewogen und ergeben deutlich die exponentielle 
Abnahme. Der gefundene Exponent steht in Übereinstimmung 
mit den anderweitig festgestellten Größen. 

Wir können dieses Gesetz auch auf den auf S. 253 be- 


4 
“4 
| 
ba 
| 
| 
sec, 
Be 
und 
ei: 
ters 
lieb 
um 
end 
die 
von 4 
ten 
ete 
hr- 
athe 
5 
ig- 
ze 
= 


handelten Fall anwenden; es gilt dann für den Innenradius r 
des äußeren Zylinders wie früher'): 


—dn=2ranc-dt, 


während die Abnahme der pro Längeneinheit auf den ganzen 
Querschnitt entfallenden Menge während der Zeit dt: 


ist. Es ist also: 
radn =—2rancdt 
2c 3 
n 


Die bis zum Augenblick t in einer Hälfte niedergeschlagene 
Menge ist demnach: 


0 0 _ 2et 
2 


t 


Unserer früheren Annahme gemäß ist —— = 354; somit: 
Q = 354{1—e- 41}, 


Die Abscheidung aus einer ruhenden Gasmenge verläuft 
demnach praktisch weder nach Kurve a Fig. 2 (Abscheidung aus 
geordneter Strémung), noch nach Kurve b (Abscheidung ohne 
Strömung), sondern nach Kurve c (Abscheidung aus ungeord- 
neter Strömung). Die letztere liegt tiefer als die beiden 
ar weil sie bis {= oo reicht, während die ersteren bei 

= § Sek. begrenzt sind. Auch dies ist in Ubereinstimmung 
es der Praxis, denn erfahrungsgemäß muß man eine Kammer, 
die 90 Proz. des Staubes niederschlägt, verdoppeln, verdrei- 
fachen usf., wenn man den Reinigungsgrad von 90 Proz. bzw. 
auf 99 Proz., 99,9 Proz. usf. steigern will. 

Im vorstehenden ist mithin gezeigt, daß die Abscheidungs- 
wirkung in der Praxis nicht dem elektrischen Wind zu- 
zuschreiben ist und daß der letztere statistisch nur eine un- 
geordnete Bewegung der Schwebeteilchen hervorruft. 

Es sei noch auf eine Gefahr bei der Sondenmessung hin- 
gewiesen: isolierte Glassonden, aus denen Rauch austritt, 
werden in der Ionenraumladung ebenfalls stark aufgeladen 


1) Ann. Phys. (4) 68, S. 
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und erzeugen in ihrer Nähe in Gemeinschaft mit den Elek- 
troden ein zusätzliches, nach der Sammelelektrode gerichtetes 
Feld, das unter Umständen die Geschwindigkeit der Schwebe- 
körper stark beeinflussen kann.) 

Zum Schluß sei noch auf die von Ladenburg und 
Tietze berührte Frage des Einflusses großer Staubmengen 
auf den Entladungsvorgang etwas näher eingegangen; ich 
habe auf diesen Einfluß bereits 1928 hingewiesen: „Für die 
Art der Abscheidung kommt es aber sehr auf die Menge der 
feinen Teilchen an, denn man muß berücksichtigen, daß für 
die Ausbildung des elektrischen Ionengleichgewichts und des 
elektrischen Stromes die Raumladung wesentlich ist. In einem 
reinen Gas gilt für die Potentialfunktion bekanntlich die 
Poissonsche Differentialgleichung: Ag = — wo & die 
räumliche Dichtigkeit der Elektrizität, die auf den Ionen sitzt, 
bedeutet. Ist nun auch noch der Staub elektrisch geladen, 
so besteht jene Raumladung « aus den beiden Anteilen Ionen- 
ladung und Staubladung; für den elektrischen Strom, der = 
durch das Gas hindurchgeht, kommen aber nur die lonen in i i 
Betracht, da sie eine überwiegend größere Wanderungs- 7 
geschwindigkeit besitzen. Durch Beriicksichtigung dieser Tat- 
sache und der vorhin erwähnten Gleichung kann die Townsend- 
entladung und vor allem der Townsendstrom unter Umständen 
stark modifiziert werden. Praktisch drückt sich das z. B. da- 
durch aus, daß bei einem Mißverhältnis zwischen der Staub- 
menge und der erzeugten Ionenzahl, also z.B. bei zu ge- 
ringer Spannung, das Gas fast zu einem Nichtleiter und die 
Abscheidung schlecht wird. Durch richtige Bemessung der 
jeweiligen Spannung, der Länge des Apparates und der Ge- 
schwindigkeit kann man aber auch in diesen Fällen eine fast 
restlose Abscheidung erreichen.“ ?) 

Über die näheren quantitativen Verhältnisse, die sich auf 
Grund dieser eben angedeuteten Berechnung bereits gut über- 
sehen lassen und viele zunächst rätselhafte Erscheinungen, 


4 


1) Die Zahlenwerte auf S. 605 der Arbeit von Ladenburg und 
Tietze lassen eine deutliche Zunahme der Geschwindigkeit bei An- 
näherung der Sonde an die Außenelektrode erkennen. 

2) W. Deutsch, Verbands-Mitteilungen (Dresden) (23). H. 6. S. 63. 
1928 (Vortrag in der de 
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die in der Praxis auftreten, erklären, sowie über den en 
scheidenden Versuch, der seinerzeit diese Aufklärung brachte 
denke ich demnächst ausführlich berichten zu können. 


Zusammenfassung 


Die in elektrischen Gasreinigungsanlagen vom elektrischem‘ 
Wind mitgerissenen Schwebeteilchen erfordern zu ihrer Ab 
scheidung aus der Strömung des elektrischen Windes he 
etwa ebensoviel Zeit, als für ein ruhendes Gas ohne Mit 
wirkung des elektrischen Windes. Dieser hat praktisch nur 
die untergeordnete Wirkung, die Schwebeteilchen jederzeit im 
gleichmäßiger Verteilung zu erhalten. 


Frankfurt a. M., den 16. Februar 1931. 
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